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Capitulo

Introduccion

La teoria de la Estadistica es una de las ramas de las matematicas
que se utiliza para resolver problemas en casi todas las actividades de
la vida humana. Por lo tanto con la estadistica se puede resolver un sin
numero de problemas practicos.

La estadistica, se divide en dos grandes ramas: la estadistica
descriptiva y la estadistica inferencial cuyas definiciones formales
son:

DEFINICION 1.1. La estadistica descriptiva consiste en el conjunto
de métodos que permiten clasificar, ordenar y presentar en graficas o
tablas a los datos de una muestra.

Estos métodos nos permiten tener una una descripcion de como
estan distribuidos los datos de una muestra.

DEFINICION 1.2. La estadistica inferencial consiste en el conjunto
de métodos que se utilizan para obtener informacioén acerca de los
parametros de una poblacién con inicamente informacién parcial de la
misma.

Este trabajo tratard unicamente sobre algunos aspectos de la
estadistica inferencial que es la mas interesante y la de mayor relevancia
en las aplicaciones, Todos los métodos y técnicas que conforman
la estadistica inferencial se clasifican en dos grupos, estimacién de
parametros y prueba estadistica de hipotesis. La estadistica inferencial
se auxilia de la teoria de las probabilidades, debido a que los datos de
la muestra utilizada se obtienen por un proceso aleatorio, y al ser la
muestra aleatoria se requiere conocer algunos conceptos relacionados
con la probabilidad. Por lo tanto para iniciar el estudio se la estadisitica
se requiere conocer algunos conceptos de la teoria de la probabilidad,
que es el material con el que iniciaremos; se daran las definiciones de
algunos conceptos probabilisticos, sin entrar al estudio formal de la
probabilidad.
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1.1. Breve introduccion a la probabilidad

La probabilidad es una rama de las matematicas que se encarga
del estudio de los modelos frecuentistas. En probabilidad se habla de
experimentos realizados, o experimentos por realizar. la definicion de
experimento en probabilidad difiere del concepto de experimento en
fisica o quimica. La definicion de experimento en probabilidad se da
enseguida.

DEFINICION 1.3. Un experimento en la teoria de la probabilidad es
algo suceptible de ser observado y ser repetido.

Algunos ejemplos de experimentos son: 1) Lanzar un volado. 2)
Lanzar un dado. 3) Observar si llueve o no llueve. 4) Medir el tiempo
de espera del proximo autobus. 5) Observar el nimero de accidentes
automovilisticos en un ano.

DEFINICION 1.4. El espacio muestral es el conjunto de posibles
resultados al realizar un experimento. Al espacio muestral se le denota
con la letra Q

Por ejemplo, si el experimento es lanzar un dado entonces el espacio
muestral correspondiente es Q = {1,2,3,4,5,6}; si el experimento es
lanzar una moneda, el espacio muestral es Q = {aguila, sol}, si el
experimento es ver un nacimiento, el espacio muestral es Q = {nifio,
nifia}, etc.

DEFINICION 1.5. Un evento es un subconjunto del espacio muestral.

Por ejemplo, si el experimento es lanzar un dado, dos posibles
eventos son {1,2} vy {2,4, 6}
Algunos eventos particulares son:

Eventos elementales: son eventos que no pueden subdividirse
en eventos mas pequenos, por ejemplo en el lanzamiento de
un dado un evento elemental es E = {4}, y el eveno F = {2,5}
no es elemental porque puede descomponerse en los eventos
{2} y {5}, estos ultimos ya son eventos elementales.

Evento imposible: es el evento que no puede ocurrir y se denota
con el simbolo del conjunto vacio, ¢. Por ejemplo es imposible
que al lanzar una moneda resulte que cae de canto, o que la
moneda desaparezca en el aire.

Evento seguro: es el evento que siempre ocurre, y corresponde
al espacio muestral. Por ejemplo, en una rifa, se juega con el
evento seguro si se adquieren todos los boletos de la misma.

Eventos mutuamente excluyentes: Son eventos que no pueden
ocurrir simultaneamente. La ocurrencia de uno de ellos excluye
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la posibilidad de ocurrencia del otro. A y B son mutuamente
excluyentes si y s6lo si AN B = ¢. Por ejemplo, al lanzar
un dado, la aparicion del nimero 2 excluye la aparicién del
n'umero 4, es imposible que salgan los dos simultaneamente.

DEFINICION 1.6. La probabilidad es una medida de la oportunidad
que ocurra un evento y se denota con la letra P; asi la probabilidad del
evento A se escribe como P(A)

Axiomas de probabilidad. Son tres las propiedades basicas de la
probabilidad.

(1) P(A) > 0 para cada evento A
2) PQ)=1
(3) PLAUB)=P(A)+P(B) sSiANB=¢

A partir de estos tres axiomas se pueden demostrar los siguientes
teoremas.

TEOREMA 1.7. Si A es un evento, entonces P(A€) =1 — P(A)

DEMOSTRACION. Se sabe que
e AUA=QYy
e ANA°=¢,

Por un lado P(A U A€) = P(Q) = 1, por otro lado, el axioma 3 afirma
que P(A U A°€) = P(A) + P(A€), de estas dos ecuaciones se sigue que

P(A)+P(A)=1 = P(A)=1-PA) O
TEOREMA 1.8. P(¢p) =0
DEMOSTRACION. Por el teorema anterior, se sigue que
P(p)=PQ°)=1-PQ)=1-1=0 d

TEOREMA 1.9. Si A y B son dos eventos tales que A C B entonces
P(A) < P(B).

DEMOSTRACION. El evento B se puede escribir como la uniéon de dos
eventos mutuamente excluyentes, B = A U (BN A€). Por el axioma 3,
se sigue que P(B) = P(A) + P(BN A€) > P(A), ya que por el axioma 1 se
satsface que P(BN A€) > 0. O

TeEOREMA 1.10. Si A y B son eventos, entonces
P(AUB) =P(A)+ P(B)— P(ANB)

DEMOSTRACION. Se tiene que AUB=AUA‘NB YAN(A°NB)=¢
entonces por el tercer axioma de probabilidad se sigue que P(A U B) =
P(A) + P(A° N B).
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Por otra parte, se tiene que B = (ANB)U(A°NB) y (ANB)N(A°NB) = ¢
entonces P(B) = P(A N B) + P(A° N B), de donde se sique que P(A° N B) =
P(B) — P(A N B), combinando estos dos resultados se llega a

P(AU B) = P(A) + P(A° N B) = P(A) + P(B) — P(AN B) 0

Intuitivamente, la probabilidad corresponde a la frecuencia de
ocurrencia de un resultado en un experimento. Uno de los casos
mas simples de calcular la probabilidad es cuando el espacio muestral
es finito y todos sus elementos tienen la misma oportunidad de ocurrir.
A estos espacios muestrales de les conoce como equiprobables y si
A C Qla probabilidad de A se define como

P(A) = —,
#Q
que es la definicién clasica de probabilidad.

1.2. Variables aleatorias

DEFINICION 1.11. Una variable aleatoria es una funcion cuyo do-
minio es el espacio muestral y cuyo codominio son los nimeros reales;
una variable aleatoria es de la forma

X:Q—R.

Las variables aleatorias se denotan con las tltimas letras mayusculas
del alfabeto, estoes X, Yy Z.

EJEMPLO 1.12. Se lanzan tres monedas al aire, el espacio muestral
es

Q = {(sss), (ssa), (sas), (ass), (saa), (asa), (aas)}
Considere la variable aleatoria
X:Q—-R
tal que X = nimero de aguilas. La funcién es:
X(sss)=0 X(ssa) =1 X(sas) =1 X(ass) =1
X(saa) =2 X(asa) =2 X(aas) =2 X(aaa) =3

DEFINICION 1.13. Una variable aleatoria cuya imagen es un ntmero
finito o infinito numerable se conoce como variable aleatoria discreta.

DEFINICION 1.14. La funcion de probabilidad, o funcion de densidad
de una variable aleatoria es igual a

f(x)=PX = x)
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EjempLO 1.15. La funcion de probabilidad de la variable aleatroria
que determina el naimero de aguilas es igual a

f0)=1/8
f(1)=3/8
f(2)=3/8
f3)=1/8

La funcion de probabilidad de una variable aleatoria satisface las
siguientes propiedades:

e f(x)>0
o>  flo=1
La media de una variable aleatoria es una medida de posicion, la
férmula para calcular la media es

H=EX)=) xf(x)

La media de la variable que indica el nimero de aguilas al lanzar tres
monedas es

E(X) = 0£(0)+1f(1)+2f(2)+3£(3) = 1(3/8)+2(3/8)+3(1/8) = 12/8 = 1.5

u = 1.5 indica la posicion promedio de los valores 0, 1, 2, 3
La varianza de una variable aleatoria es una medida de la dispersion
de los datos. Se calcula con la formula

VX =) (x — )’ f0) = > x2f(x) — i
X pe
La varianza de la variable que indica el nimero de aguilas al lanzar
tres monedas es

V(X) = (0 — 1.52£(0) + (1 — 1.5 f(1) + (2 — 1.5)°£(2) + 3 — 1.5)> f(3)
=2.25(1/8) + 0.25(3/8) + 0.25(3/8) + 2.25(1/8) = 0.75

Ejercicios

1. Enliste los elementos de los espacios muestrales de los siguientes
experimentos:

e Se lanzan dos monedas al aire.

e En una caja hay dos canicas rojas y una canica blanca, se
seleccionan sin reemplazo dos canicas de la caja.

e En la caseta de cobro de una autopista se cuenta el nimero autos
que pasan durante diez minutos.

e Una compania de seguros tiene 1000 automoviles asegurados
por da;os para el pr'oximo ano.
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. En una caja se tienen 5 canicas, dos rojas y tres verdes, se eligen al

azar sin reemplazo dos canicas de la caja, (a) enliste los elementos
del espacio muestral. (b) Encuentre la probabilidad de que las dos
bolas sean verdes. (c) Encuentre la probabilidad de que las dos bolas
sean rojas. (d) Encuentre la probabilidad de que una bola sea roja y
la otra sea verde.

. Se elije una persona al azar de un grupo de 10 mujeres y 15 hombres.

3 de las mujeres fuman y 7 de los hombres fuman. Sean los eventos
A: la persona seleccionada es mujer, y B: la persona seleccionada
fuma. Encuentre la probabilidad de que P(A U B).

Sean A, By C eventos, demuestre que

AUBUC) = P(A)+P(B)+P(C)—P(ANB)—P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC)

En un servicio de autolavado pueden llegar 0, 1, 2, 3, 4, 0 5
automoviles con probabilidad igual a

P(X =0)=0.05
P(X=1)=0.10
P(X=2)=0.40
P(X =3)=0.20
P(X =4)=0.15
P(X=5)=0.10

Encuentre la media y la varianza del nimero de autos que llegan
a solicitar servicio en un dia.



Capitulo

Estimacion de parametros

Como vya se dijo, las técnicas de inferencia estadistica caen en una
de dos posibles categorias: estimacion de parametros y pruebas de
hipoétesis estadisticas. En este capitulo se revisaran dos problemas en
los que se introduciran los elementos de la estimacion de parametros.

Un parametro es un valor relacionado con la poblacién objetivo y
por lo regular es desconocido. Por ejemplo, el promedio del ingreso en
la poblacion, el numero de elementos en la poblacion, etc.

Un estimador del parametro es una funcion de los valores mues-
trales, con el cual pretendemos conocer el valor del parametro. Por
ejemplo, el promedio de una muestra estima el valor de la media de la
poblacion.

La estadistica nos proporciona métodos para obtener estimadoresy
criterios para establecer las propiedades deseables en los estimadores.

Problema 1.
;Cuantos Peces Hay en el Lago?

El guardabosques de un parque nacional quiere saber cuantas
carpas adultas habitan en el lago del parque, pues debe decidir si
se permite la pesca deportiva o si se declara un estado de veda.

El guardia llega a la conclusion que no es posible contar todas
las carpas directamente; por lo que debe idear la manera de obtener
indirectamente una estimacion aceptable de N el total de carpas adultas
en el lago. El guardia considera que en el lago hay N carpas adultas. N
es un numero asociado a la poblacion, y por lo tanto es el parametro
poblacional y es desconocido.

La distribucion uniforme de los peces en el lago. Después de
cavilar un rato, el guardia considera haber encontrado una posible
solucion; como se tienen los medios técnicos para determinar con
suficiente precision el volumen total del lago V (por ejemplo con
ultrasonido) piensa que si delimita una pequena region en el lago, de

7
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volumen v, y cuenta los peces que hay en ese espacio, entonces puede
utilizar esta informaciéon para obtener un estimador de N.

Entonces se tendrian los siguientes valores,

e N es el numero de carpas adultas en el lago;

e V es el volumen del lago;

e v es el volumen en la regién controlada por el guardia;
e n es el nimero de carpas adultas en el volumen v.

El guardia forestal considera que el nimero de peces en la region
pequena controlada, es proporcional al nimero de peces en el volumen
total del lago.

Bajo este supuesto de proporcionalidad, se satisface la relacién:

N_n
vV v
de donde se puede despejar el valor de N

n
N=-V
v

Una vez modelado el problema y con una férmula para resolverlo
cabe preguntarse:

;Qué tan vdlido es este valor como estimador de N?. Para deducir
esta formula, se considero que los peces se encuentran uniformemente
distribuidos en todo el lago. Pues si el nimero de peces en el lago
es proporcional al nimero de peces en la regién controlada es porque
en todo el lago estan los peces distribuidos uniformemente, como se
observa en la figura (a).

(a) Distribucion uniforme de los peces en todo | (b) Distribucion de los peces en forma de

el lago cardumenes

Sin embargo; esta supocision no es cierta, ya que los peces se
encuentran reunidos en cardimenes y no diseminados uniformemente
por todo el lago como se observa en la figura (b).

De ahi que el supuesto que el numero de carpas en la region
controlada, sea proporcional al numero total de peces en el lago es
falso y entonces la ecuacién de proporcionalidad no corresponde a la
realidad.

Ademas la presencia del guardia puede alterar la conducta de los
peces, los peces pueden huir al ver al guardia, o pueden reaccionar
acercandose al mismo. y puede ser dificil contarlos dentro de la region
controlada de volumen v.
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Esto significa que al contrastar la solucion propuesta con la realidad
los resultados son insatisfactorios. De manera que ni es facil tomar la
muestra, ni la suposicion del modelo es acorde con la realidad.

Es decir: el modelo no es una buena aproximacion con la realidad y
resulta inadecuado.

El guardia necesita proponer otro modelo que sea acorde con la
conducta de los peces.

Método de captura y recaptura. Este método de solucién tiene dos
etapas:

e Primera Etapa: se sacan del lago M carpas adultas, se les marca
con una seflal y se regresan vivas al lago; después de esto, se
deja un tiempo razonable para que las carpas marcadas se
integren al resto de las carpas.

Al final de esta primera etapa, en el lago existen dos clases
de carpas, las carpas marcadas y las carpas sin marcar.

e Segunda Etapa: se extraen al azar n carpas adultas del lago
(a este subconjunto de carpas se denomina ‘“la muestra de
tamafo n”, y luego se cuenta el numero de carpas marcadas
que contiene esta muestra. Suponga que en la muestra de n
carpas se observan m carpas marcadas.

Se tiene entonces que:

e N es el namero total de carpas adultas en el lago:

e M es el numero total de carpas marcadas en el lago.
e 1 es el numero total de carpas en la muestra.

e m es el nuimero de carpas marcadas en la muestra.

Bajo el supuesto que las carpas marcadas y las no marcadas se en-
cuentran mezcladas uniformemente en el cardumen, se puede suponer
que el nimero de carpas marcadas en la muestra es proporcional al
numero de carpas marcadas en la poblacion total, esto es, se debe
satisfacer la relacion:

N_n 2.1)
M m
de donde al despejar el valor de N, se obtiene
N="m 2.2)
m

Igual que antes, cabe preguntarse sobre que tan bueno es este
numero como estimador del parametro N.
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Al establecer la relacion 4.1, se consider6 que los peces marcados
se encuentran uniformemente distribuidos con el resto de la poblacion
total.

Este supuesto a nuestro entender se cumple razonablemente, pues
no es creible que los peces marcados estén todos juntos formando
un grupo sin mezclarse con el resto de la poblacién de peces; por lo
que consideramos que el modelo propuesto parece ser adecuado para
estimar a N.

Pero, a pesar de ser éste un modelo razonablemente adecuado, el
valor obtenido con la férmula 4.2 no corresponde al verdadero valor
de N, porque en el proceso del muestreo interviene el azar, esto es,
el namero de peces marcados en la muestra es una variable aleatoria,
y puede cambiar si se otra muestra de tamano »n en circunstancias
semejantes.

Para distinguir el estimador del valor real (o parametro), al
estimador de N y se denota con la misma letra N pero con un gorrito
arriba.

N="m 2.3)
m

N es el parametro poblacional y N es el estimador de N.

Como ejemplo se va a revisar el caso en que en total se tiene 20
peces y que de estos, 4 estan marcados; es decir, N=20 y M=4.

Si se elijen 10 de estos peces al azar, en la muestra puede haber
desde cero a cuatro peces marcados, y inicamente cuando en la muestra
hay 2 peces marcados es que se satisface satisface la relacion 4.1,

20 10
4 2

y por lo tanto, la estimacion coincide con el del parametro, esto es
N=4x10/2 = 20.

El nimero de peces marcados en la muestra, X, es un namero
aleatorio que puede ir de cero a cuatro (X = 0, 1, 2, 3, 4) por lo
tanto los valores que puede tomar el estimador N = 4 x 10/x son los
siguientes:

Cuando X = 0 se tiene que N = o
Cuando X = 1 se tiene que N = 40
Cuando X = 2 se tiene que N = 20
Cuando X = 3 se tiene que N = 13.33
Cuando X = 4 se tiene que N = 10
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El estimador de N es una variable aleatoria y podemos preguntarnos
con que probabilidad puede tomar los diferentes valores posibles.
La probabilidad se puede calcular usando la definicion clasica.

Niutmero total de muestrvas de tamaiio n con m peces marcados

PX=m
( ) Numero total de muestras de tamano n

De esta manera nos encontramos ante el problema de tener que
contar, lo cual nos lleva a recordar el calculo combinatorio, en particular
la definicion de combinaciones.

Numero total de muestras de tamaino n (nimero de elementos
del espacio muestral). Observe que la muestra es un subconjunto de
n elementos del conjunto total que tiene N elementos, entonces para
saber cuantas muestras de tamafio n es posible obtener, se utiliza la
formula de las combinaciones, esto es

El total de muestras de tamano n = ( ];[ )

Ahora se va a obtener una férmula para determinar cuantas de
estas posibles muestras tienen m peces marcados.

Numero total de muestras de tamafo n con m peces marcados
(Casos favorables). Del total de posibles muestras de tamafo n,
interesa determinar cuantas de ellas tienen exactamente m carpas
marcadas, para ello se debe ver que las m carpas marcadas en la
muestra, es un subconjunto de las M carpas marcadas en el lago, y que
las n — m carpas no marcadas en la muestra, es un subconjunto de las
N — M carpas no marcadas en el lago, de aqui se sigue que:

El total de subconjuntos de carpas marcadas de las M que hay en

M
el lago es: ( m >

El total de subconjuntos de n —m carpas no marcadas delas N — M
N-M
-m
Por la regla del producto de los métodos de conteo, se sigue que el
total de muestras de tamafio n con exactamente m carpas marcadas es
el producto de estos dos niimeros, esto es:

que hay en el lago es:

El total de muestras de tamafio n con m carpas marcadas = ( 1]:[1 > ( 1]/\{: 1{\’/11 >

entonces la probabilidad de tener una muestra con exactamente
X = m carpas marcadas es igual al cociente:
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e L) (o)
()

Ahora se presentaran cuatro ejemplos para explorar el compor-
tamiento de esta formula en funcion de la variable m.

Ejemplo 1

Considere que

N =20

M=8y

n==6

Si en la segunda etapa de captura se eligen 6 peces, El valor de m
(el numero de peces marcados en la muestra) puede tomar los valores
de 0 a 6.

En cada caso se tendria un valor del estimador con una cierta
probabilidad. En la siguiente tabla se muestra los valores de m, los
valores de N y las respectivas probabilidades,

En la tabla se obggr qu“f’rgbsab‘im del estimador que se
encuentran mas cercaaN—==20—son=t3=24: [La altura de las barras

de la grafica corresponden a la [pro gﬁ? y e cada valor. Se observa

que los valores 16 y |24 son los rrb;g HJ0 Zilb ¢s|y juntos tienen una

probabilidad igual a 0.§7p438. el se pu de observar que los

posibles valores del eg tiinz dﬂ" tie&")ieili blf]éls%}? variabilidad, pues va de
9.6

8 aco. 6| 0.01733746
6 | 8 | 0.00072239

Ejemplo 2
N =20,
M=8y
n=>5.

En este caso, el rango de X esde O a5 (X =0, 1, 2, 3, 4y 5)
y cuando X = 2 se satisface la ecuacion 4.1 por lo que la estimacion
coincide con el verdadero valor de N = 20. En la siguiente tabla se
presentan los valores del estimador y sus probabiElades respectivas,

| N [ Probabilidad |

0.05108359
40 0.25541796
20 0.39731682

179 D99 raYia lo el YaYaYaYaY

um»—log
8
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Observe que la barra asociada al nimero 20 es la mas alta, lo que
indica que este valor es el mas probable.

También se puede observar que los posibles valores del estimador
tienen una gran variabilidad, pues va de 8 a oc.

Ejemplo 3
N =100,
M=20y
n = 10.

El valor de m (el nimero de peces marcados en la muestra) puede
tomar los valores de 0 a 10. En cada caso se tendria un valor del
estimador con una cierta probabilidad. En la siguiente tabla se muestra
los valores de m, los valores de N y las respectivas probabilidades,

O

El mejor valor para L's'ﬂ'Mﬂr K)r Qbff%l i%a,% ndo m = 2, porque en
este caso N = 100. |T9mpiérren ast@@A34.164 €1 valor mas probable. La
variacion de los valorks|deP88timal@i068a8 Ha variacion muy grande,

va del 20 al infinitq. 100 0.31817063
66.667 | 0.20920809

2

3

4 50 0.0841073
5 40 0.02153147
6

7

8

Ejemplo 4 33.333 | 0.00354136
N =500, 28.571 | 0.00036793
M =100y 25 | 2.2996E-05
n = 50. 9 | 22,222 | 7.7623E-07
El rango de X elsOC a 5@ (X 1.86713E-%)'8 3, ..., 50) y una tabla

con 51 entradas es—mu gldudt para escribirla aqui, por lo que solo
se presenta la grafica con las probabilidades de los valores que puede
tomar el estimador.

O

También en este ejemplo N = 500 es el valor mas probable y el
estimador tiene gran variacion.

En los cuatro ejemplos revisados se observdé que el valor del
estimador mas cercano al verdadero valor del parametro es el mas
probable; sin embargo, los posibles valores de la estimacion presentan
una gran variacién, por lo que el estimador podria estar muy lejos del
parametro que estiman.

Método de captura y recaptura modificado. El estimador N =
nM/m tiene el inconveniente de que se requiere dividir entre O,
cuando m = 0, esto provoca que su dispersion sea muy grande.
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Este inconveniente se puede eliminar si modificamos el esquema de
muestreo.

Este nuevo método tiene también dos etapas, la primera es
exactamente igual que la del método anterior, para tener peces
marcados y no marcados en el lago.

e Primera Etapa: se sacan del lago M carpas adultas, se les marca
con una sefal y se regresan vivas al lago; después de esto, se
deja un tiempo razonable para que las carpas marcadas se
integren al resto de las carpas.

e Segunda Etapa: se extraen al azar sucesivamente una carpa
tras otra y se detiene el procedimiento cuando se obtengan m
carpas marcadas (m un numero preestablecido).

En este caso el total de observaciones es aleatorio. Si el nimero de
extracciones es 1 significa que con la extraccién n — 1 ya se tienen en
la muestra m — 1 peces marcados, y que en la extraccion siguiente se
obtiene el ultimo pez marcado con el que se completa los m peces en
la muestra.

O
En este punto se tiene que:

N es el numero total de carpas adultas en el lago:
M es el numero total de carpas marcadas en el lago.
n es el nimero total de carpas extraidas.

m es el nimero de carpas marcadas en la muestra.

e o o o

El nimero n es aleatorio y m es fijo, pues de antemano se indica
cuantos peces marcados se quieren en la muestra y no se sabe apriori
el nimero de extracciones necesarias para seleccionar exactamente m
carpas marcadas.

La proporcion que se propone en este caso es

N-M n-m
M+1  m
y al despejar el valor de N se obtiene un nuevo estimador
' (n—m)(M+1)+M
m
Los valores M+1 y m son constantes conocidas en esta formula. Cuando
m divide a M + 1 los valores del estimador son todos enteros, si esto
no ocurre, los valores del estimador pueden no ser enteros. Ahora se
analizara la probabilidad de este estimador.
Casos totales. La extraccion de las carpas se realiza sucesivamente
hasta tener m carpas marcadas y para determinar la cardinalidad del
espacio muestral se consideran dos etapas: la primera es cuando se
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obtienen las primeras n — 1 extracciones, la segunda etapa es cuando
se obtiene la ultima carpa que debe estar marcada.

Los primeros n — 1 peces seleccionados forman un subconjunto de
la poblacion total de carpas, y el total de formas en que se pueden elegir

es igual a < n]\—[ 1 ) y el ultimo pez seleccionado puede ser cualquiera

de los N — n + 1 que quedan en el lago. Por la regla del producto de los
métodos de conteo, se tiene que el total de formas de extraer n carpas
del total de carpas, siendo la ultima una carpa marcada es:

N
(nl )(N—n+1)

Casos Favorables. Del total de posibles muestras de tamaiio n
interesa determinar cuantas tienen exactamente m — 1 carpas marcadas
en las n — 1 primeras extracciones.

Las m — 1 carpas marcadas es un subconjunto de las M carpas
marcadas, y las n — m carpas no marcadas es un subconjunto de las
N — M carpas no marcadas.

El total de subconjuntos de m — 1 carpas marcadas de las M carpas

marcadas es igual a

m—1
El total de subconjuntos de n — m carpas no marcadas del total de
N — M carpas no marcadas es igual a ( ]Z: %

La ultima carpa marcada puede ser cualquiera de las M — m + 1
carpas marcadas que permanecen aun en el lago. Por la regla
del producto de los métodos de conteo, el total de muestras con
exactamente m carpas marcadas es el producto de estos tres terminos,
esto es:

El total de muestras de tamafio n con m carpas marcadas es

() (3 e
m-—1 n—-m

De donde se tiene que la probabilidad de detenerse en la extraccion
n, (X = n), es igual al cociente

( M )(N—M)(M_ 1) <M><N—M
m-—1 n—-m m n—-m
PX =n)= _

N - N
(n_1>(Nn+1) n(n>

Para estudiar esta férmula es conveniente verla graficamente para
algunos casos particulares.



Estimador
n de N Probabilidad

16 3 8 2. iGN AAEORAMETROS
4 11 0.104024768
Ejempo 5 14 0.143034056
Considére que 17 0.158926729
N =207 20 0.153250774
M=8% 23 0.132031436

m =B @Con estoge tien®que §911 17/ M es un entero
En egtegaso loggposibles yatonesiaye|puede tomar la variable 7 es

de 3 a 13 (1 + 3, %25, -.[ 0.b25@RolA Figuiente tabla se presentan los
valores dej gsfimadgy v suspgoaasidizEesics,

13 38 0.01100262
14 41 0.00371517
15 44 0.000722394

O

Se puede observar que el mejor valor de N es cuando N = 20, este
valor tiene una probabilidad alta de ocurrir. Ademas se puede ver que
este estimador tiene menor variaciéon que con el esquema original de
muestreo de captura y recaptura.

Ejemplo 6

Considere que

N =100,

M=20y

m = 3 (con esto se tiene que (M + 1)/m es un entero

En este caso los posibles valores que puede tomar la variable n es

de3a83(mn=3, 4,5, ..., 83); enla siguiente grafica se presentan los
valores del estimador y sus probabilidades.
0

Se observa que alrededor de 100 se encuentran los valores mas
probables.

Conclusion: Los dos esquemas de muestreo proporcionan esti-
madores de N cuyos valores mas cercanos al valor real de N son mas
probables, sin embargo, el método de captura y recaptura modificado
proporciona estimadores con menos dispersion.

Problema 2
;Cuantos tanques tiene el enemigo?

Ahora se va a estudiar un problema diferente. Se considera dos
ejercitos que estan en guerra y los estrategas de uno de los ejercitos
quieren determinar el nimero de tanques que tiene el otro ejercito.

O
Es claro que se puede conocer este nimero revisando los inven-
tarios del otro ejercito, pero esto no es posible y por lo tanto se debe
recurrir a un método indirecto.
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[
Se ha visto que los tanques observados del otro ejercito traen
escrito un numero, lo que sugiere que todos los tanques deben estar
numerados del 1 al N, siendo N el total de tanques.

|
Ademas, se puede considerar que es igualmente probable observar
a cualquiera de los tanques del enemigo. El reto es entonces estimar el
valor de N.

O
De esta manera se observa el niimero que traen escrito 5 tanques
que fueron observados en diferentes lugares, los niimeros observados
son: 81, 47, 16, 97, 58. Estos datos son nuestra muestra aleatoria.

[
Con estos cinco numeros ?‘qué podemos decir del valor de N?
Para tener diferentes opciones, la tarea de determinar el valor
de N se la encomiendan a tres grupos diferentes que trabajaran
independientemente.
Para estimar el numero N, primero se ordenan los datos de la
muestra.

16, 47, 58, 81, 97
Propuesta de estimacion del equipo 1
El primer equipo de estrategas considera que si los tanques estan
numerados sucesivamente entonces N debe ser mayor o igual a 97. Y
entonces proponen como estimador, precisamente a este niumero.

Nl = maX{Xl, Xo, X3, Xy, X5} =max =97

El primer equipo estima que el ejercito contrario tiene 97 tanques.

Propuesta de estimacion del equipo 2

El segundo equipo de estrategas también considera que si los
tanques estan numerados sucesivamente entonces N debe ser mayor o
igual a 97, pero piensa que si el tanque nimero uno no fue observado,
bien podria ser que tampoco se hubiera observado el ultimo tanque
(el marcado con el numero N), y para describir esto escriben asi
nuevamente la lista de datos:

1, 16, 47, 58, 81, 97, N
Este equipo considera que la separacion entre max = 97 y N debe
ser similar a la separaciéon entre min = 16 y 1, esto es

N —max=min—1 = N =max+min—1
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El estimador propuesto por el segundo equipo de estrategas es

N, =max+min—1=97+16—1=112

Propuesta de estimacion del equipo 3

El tercer equipo de estrategas también considera que silos tanques
estan numerados sucesivamente entonces N debe ser mayor o igual a
97, y razonan que las separaciones entre dos nameros observados debe
ser semejante, por lo que calculan el promedio de las separaciones
entre dos datos consecutivos.

1, 16, 47, 58, 81, 97, N
d d, d3 dy ds d
Proponen que

_d1+d2+d3+d4+d5

d 5

(16— 1)+ (47 — 16) + (58 — 47) + (81 — 58) + (97 — 81) 97 —1
B 5 5

Esto lleva a la ecuacion
6max —1
5

Y el estimador propuesto por el tercer equipo es

N-max=d = N=max+d=

. m+1)max—1 6x97-1
Ny = =

n 5
Al final se tienen 3 estimadores:

=116.2

e N, = max = 97
e No =max+min—1=112
o N3 = (uhmax—l _ 1762

?‘Cual de los tres estimadores es el mejor?

?'Qué criterios debemos considerar para elegir a los ‘“buenos”
estimadores?

Un primer criterio para seleccionar a un estimador es que los
valores cercanos al valor del parametro sean mas probables que los
valores alejados a él. Como se puede ver, los estimadores N; y N5 estan
en funcién unicamente del valor maximo en la muestra. Entonces,
primero se va a encontrar la funcion de probabilidad de estos dos
estimadores.
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Funcion de Probabilidad de N; y N5. Se va a encontrar la funciéon
de densidad del maximo valor en la muestra. Si se tienen N elementos
numerados del 1 al N y se elige al azar sin reemplazo n de ellos, el
maximo valor obtenido en la muestra puede ser cualquier niimero entre
n 'y N. Esto significa que

max{Xj, Xp, ..., Xp}=m,n+1, n+2, ..., N

Ahora vamos a calcular la probabilidad que max = x para x =
n,n+l, n+2, ..., N

Si se tiene que max = x, entonces en la muestra hay n — 1
observaciones menores que X, esto es, n — 1 elementos de la muestra
es un subconjunto de los x — 1 datos mas pequefos. El namero de
posibles maneras en que max = x es igual al nimero de subconjuntos
de n — 1 elementos de un conjunto de x — 1 elementos.

, L. . x—1
El nimero de muestras tales que su maximo valor es igual a x es n_1

Por otro lado, el total de posibles muestras de tamafio n del total
de tanques, esta dado por:

. N
Numero de muestras con n elementos es n

De aqui, al aplicar la definicién clasica de la probabilidad de un
evento en un espacio equiprobable se tiene que:

N
(%)
conx=n,n+l,n+2, ..., N
Usando esta probabilidad se puede calcular las probabilidades de
los estimadores N; y N3. Enseguida se presentan algunos ejemplos en
los que se calcula esta probabilidad para casos particulares.

Pmax = x) =

(xl) (xl)
“ -1 . Ix —1 -1
p(]\]1=x)_nT y P<N3=(n+ ;x )_ nN
n n
Ejemplo 7

Considere que
N=20y
n=>5
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El rango de Nl es Nl =56, 7, ..., 20 y el rango de Ng es
N;=5.8, 7, 8.2, 9.4, ..., 22.6, 23.8. Enla tabla y grafica siguientes se
muestran las probabilidades asociadas a N; y Nj.

[ max [ Ny | N3 [ Probabilidad |
5 5] 58 | 645E-05 | O
6 7 0.000322
7 7 8.2 0.000967
8 8 | 94 0.002257
9 9 | 10.6 0.004515

@)}

10 [ 10 [11.8 | 0.008127
11 [11[ 13 | 0.013545
12 [ 12 (142 0.021285

13113 15.4 [ 0.031927
127 713°71°18.6 [ 0.046117
15 [J>'17.8 | 0.064564

El deN; 93019188—0%, 21, 22, ..., 200y el rango de Nj es
050117386 o1 509,05,

18, 12 8k Al ignqpmgé% muestran las probabilidades del esti-
haddr A119-’ 22.6 0.197368

20 [ 23.8 0.250000

O

Funcién de Probabilidad de N,. Para encontrar las probabilidades
asociadas a N, primero se encuentra la funcion de probabilidades con-
junta del maximo y del minimo valor en una muestra de tamafo #. Sean
xy y tales que x = min{X;, X, ..., Xy} ¥ = max{X1, Xo, ..., Xy},
esto significa que n — 2 elementos en la muestra estan entre x +1 y
y-1,

resto de la muestra

[ ]

b
-«

y—x—1 elementos

el namero de muestras que satisfacen esta condicion son las
combinacionesden —2 en y — x — 1.
El nimero de muestras de tamafno n donde el maximo ( )
valor es y vy el minimo valor es x es igual a n-
De esta manera se tiene que

y—x-—-1

)
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y—x-—1
n-—2
N
n
Usando la funcion de probabihc}ad conjunta, ya se puede encontrar
la probabilidad correspondiente a N».

P(min = x, max = y) =

m+l—n
P(N2=m)=P(max+min—1=m)= Z Pmin=1i, max=m —i+1)

i=1
[m—n=+2)2] [ M — 21
=1 n-—2

(")

Ejemplo 9

Considere que

N=20y

n=>5

Se ha calculado las probabilidades correspondientes a N, y estas
probabilidades se encuentran en una tabla. La tabla con las probabili-
dades y la grafica de las mismas se presenta enseguida.

[ N, [ Probabilidad |
9 | 0.002966976
10 | 0.005159959
11 ] 0.008384933 » . L )
lé)bﬁfmt?mgyiupaon de probabilidad es simétrica y tiene su
mapdme yAlgp suandaq Nz = 20.

14 | 0.027089783
15| 0.0374742
1Ejethpi® 1607595
1T ok ibei®2chdd 5
18V|=021B6687307
1%|=07110681115
20.9 HrdBi03 h88&Stra la funcién de probabilidad de este ejemplo.
21 | 0.110681115 O

22 1 0.086687307 p o
> %r8§8 H(i g fue el valor mas probable es nuevamente N, = 20,
13 n618§0 QG% abilidad también es simétrica, pero presenta menor

afiacion que e L1 caso anterior.
26 | 0.027089783
27 1 0.019027348
28 | 0.012899897
29 | 0.008384933
30 | 0.005159959

O

<
S o

<
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Propiedades deseables en un estimador

Un estimador del parametro 6 es una funcion de los datos
muestrales que ayuda a determinar el valor de 0.

Para cada parametro pueden existir uno o mas estimadores.
En general, se requiere tener un estimador que posea ‘“buenas”
propiedades. Entre las propiedades deseables de un estimador se
enumeran el insesgamiento, la eficiencia, la consistencia, la suficiencia
y la robustez.

Insesgamiento. La idea de insesgamiento esta relacionada con el
concepto de exactitud. Una manera simple de explicar el concepto
es la siguiente: un estimador es una funcion de los datos muestrales,
diferentes muestras daran valores diferentes de 6. Suponga que pudiera
tener los valores de 0 de todas las posibles muestras, (sean estos: 91,

0, ..., 0y) siel promedio de todos estos valores es igual al parametro,
Mo
> i1 O -0
M

entonces 0 es un estimador insesgado de 6. Si 0 es un estimador
insesgado de 0, entonces 0 esta en el centro de los posibles valores de
0.

La definicion formal de este concepto es:

Un estimador 0 del parametro 0 se dice que es insesgado si E(@) =

EJEMPLO 2.1. Probar que el estimador de N por el método de captura
y recaptura modificado dado por N = ="+l 4 A es un estimador
insesgado.

Solucion
En el método de captura recaptura modificado la variable aleatoria
es n,y el valor esperado del estimador es igual a

E(N)=F Em—m)+M

<(nm)(M+ 1)+M> _ M+1)
m m

Para encontrar el valor esperado de N se encuentra primero el valor
esperado E(n — m), y para encontrar este valor esperado se utiliza la
segunda propiedad de las funciones de distribucion de una variable
aleatoria que en este caso es:

() (420)

=)

para todo m < M < N.
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Ahora, se observa que

M N-M
N—M+m (B —m)m m n—m
Em—m)= E

=)

Y en esta suma se sustituyen las identidades:
M\ m+1/ M+1 )\ m" M
m ) M+1\ m+1 ) M+1\ m*

o (N )= ovemn (N ) covan (VD)

n n—-m-1 n—-m

donde M* =M +1ym* =m+ 1. Entonces,

(MY ((N-M
B m(N—M) N—-M*"+m m* n—m* ~ m(N—M)

En—m)=—yr— n;n N T T M1
n n
-1
Ry = M Vg e MEDMN=M) Ly
M+1

Eficiencia. El concepto de eficiencia esta relacionado con el con-
cepto de precision del estimador. Primero se verad la definicién de
eficiencia relativa.

Si 0, y 0, son ambos estimadores insesgados de 0, entonces si se
satisface la desigualdad

V(0,) < V(D)

diremos que 0, es mas eficiente que 0,. Un estimador es mas
eficiente (mas preciso), si su varianza es menor.

Un estimador 0 es eficiente si V(@ < V(é*) donde 0* es cualquier
otro estimador.

Cuando se tiene un estimador insesgado del parametro 6 es tutil
saber si hay otro estimador insesgado mas eficiente, en este sentido el
teorema de Cramér-Rao proporciona una cota minima para las varianzas
de los estimadores insesgados. Aqui se presenta este teorema sin
demostracion.
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TEOREMA 2.2 (Cramér Rao). Si Xy, Xo, X3, ..., X, es una muestra
aleatoria de una funcion de densidad tal que f(x; 0) > 0 para x en
una region que no depende del pardmetro entonces para todo estimador
insesgado de 0 se satisface la desigualdad

A 1
V() > — ;
nE(55 log(f(x; 0))
Si se tiene un estimador que alcanza la cota de Cramér Rao,
estaremos seguros que no hay otro estimador insesgado de 6 que
tenga menor varianza.

TEOREMA 2.3. Un estimador insesgado 0 del pardmetro 0 es eficiente
si alcanza la cota de Cramer-Rao.

Consistencia. Si no es posible emplear estimadores de minima
varianza, el requisito minimo deseable para un estimador, es que
a medida que el tamafo de la muestra crezca, el valor del estimador
tienda a estar cerca del valor del parametro, propiedad que se denomina
consistencia. Existen diversas definiciones de consistencia, mas o
menos restrictivas, pero la mas utilizada es la siguiente.

Un estimador 0 del parametro 0 se dice que es consistente si y s6lo
si, cuando n crece, 0 tiende en probabilidad a . Esto significa que si
para toda € > 0O se tiene que si

lim P(0—60|> & =0
n—oo

entonces 0 es consistente.

Laidea de la consistencia es que conforme el tamafo de la muestra
aumenta, el valor del estimador se aproxima a la del parametro con
probabilidad igual a 1. Una condicion necesaria para determinar que
un estimador es consistente se presenta en el siguiente teorema

TEOREMA 2.4. Si la varianza de un estimador insesgado es tal que
lim V(8) =0
n—oo

entonces 0 es un estimador consistente de 0.

Suficiencia. E1 concepto de estadistica suficiente fue introducido
por Fisher en 1922, y ha sido objeto de numerosas e importantes
investigaciones. Como originalmente indic6 Fisher, un estadistico (o
funcién de la muestra de valores observados) es suficiente para el
objetivo de la inferencia estadistica si contiene, en un cierto sentido,
toda la “informacién” sobre la distribuciéon generadora (funciéon de
distribucion de acuerdo con la cual ha sido generada la muestra
de valores observados). ;En qué sentido hemos de usar la palabra
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“informacion” aqui? Supondremos que el modelo estadistico de las
variables aleatorias observables tiene una cierta funcién de distribuciéon
conjunta que pertenece a una familia especificada F(x; 0) de funciones
de distribucién. Sin embargo, la verdadera funcién de distribucion
generadora es desconocida pues se desconoce el valor de 6.

Sea Xj, X, ..., X, una muestra aleatoria de la funciéon de densidad
f(x; 0); sellama estadistica a cualquier funcion de los datos muestrales,
esto es, cualquier funcion de la forma T = h(X;, X5, ..., X;) es una
estadistica.

La tnica informacién que se tiene para tomar una decisién sobre
0 es el resultado del experimento aleatorio, es decir, la muestra
aleatoria X;, X,, ..., X,. Sin embargo, los datos muestrales son un
complicado conjunto de nimeros y el investigador se ve en la necesidad
de introducir una simplificacién deseable. Para esta simplificacion,
siempre que sea posible, se elegira, un estadistico que pierda la menor
informacion relativa al parametro contenida en la muestra. Este es el
deseo que incita a la definicion de estadistico suficiente. Supongase,
pues, que T es una estadistica (es decir, una funciéon medible de
la variable aleatoria X) y sea Z otra estadistica; si consideramos la
probabilidad condicionada de Z, dado T, en general esta probabilidad
dependera de 0; si ocurre que la funcion condicionada no depende
del parametro, querra, decir que la estadistica Z en presencia de T no
proporciona ninguna informacion adicional acerca de 6. Si esto ocurre
para cualquier otra estadistica se concluye que toda la informacion
que existia en la muestra X;, X», ..., X, nos la ha proporcionado la
estadistica T, y en este caso se llama estadistica suficiente.

Una estadistica T se dice que es suficiente para el parametro 9 si la
funciéon de densidad condicional de U, cualquier otra estadistica dada T
no depende del parametro. Esto es, si para toda U se tiene que fy7(u|t)
no depende de 0 entonces T es estadistica suficiente para 6.

En otras palabras, un estimador es suficiente para € cuando ya
tiene toda la informacién sobre el parametro que esta contenida en la
muestra.

Es dificil probar con todas las posibles estadisticas si fyr(u|t) no
depende de 0, y debido a que todas las estadisticas dependen de la
muestra, se puede tomar en lugar de todas las estadisticas la propia

muestra X;, X», ..., X,. Entonces, un método para verificar si una
estadistica T es suficiente, es determinar la distribucién condicionada
de X;, X», ..., X,, dado T. Sin embargo, este método es también

a menudo laborioso y de gran dificultad. Fisher y después Neyman
proporcionaron un criterio simple, con el que podemos generalmente
determinar si una familia F(x; 0) de funciones de distribucion admite
un estadistico suficiente no trivial y cual es la forma de este estadistico.
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Este criterio es proporcionado por el célebre teorema de factorizacion
de Neyman-Fisher.

TEOREMA 2.5 (factorizacion de Neyman-Fisher). . Sea T una
estadistica de la muestra aleatoria de la funcion de densidad f(x; 0), T
es estadistica suficiente del pardmetro si y solo si, la funcion de densidad
conjunta se puede escribir como el producto de dos funciones, una que
depende de la estadistica suficiente y el pardmetro y otra que depende
unicamente de la muestra, esto es:

fx1, x2, o0y xn; 0) = flx1; O)f(x2;5 0)... f(xy; 0) = g(T; Oh(xy, xo, ...

Robustez. Al estudiar un proceso aleatorio es posible que la
funcién de distribucion generadora de la muestra sea F(x; 6) (por
ejemplo una exponencial) y se esta suponiendo que la distribucion
correcta es G(x; 0), (por ejemplo una Weibull) y la estimacién de 6 no
es afectada fuertemente por considerar que la distribucion es G(x; 0)
en lugar de F(x; 0), se dira que el estimador es robusto.

Se dice que 0 es un estimador robusto del parametro 0 si los
supuestos de partida en los que se basa la estimacion, atribuida a
la seleccion de la funciéon de distribucién que, en realidad, no es la
correcta, no alteran de manera significativa los resultados que éste
proporciona.

Método de Maxima Verosimilitud para generar Estimadores

El método de maxima verosimilitud es el método de estimacion
mas ampliamente utilizado y se basa en escoger como estimador del
parametro al valor que maximiza la funcién de probabilidad dados los
valores de la muestra.

Dada una muestra aleatoria X;, X, ..., X,, con funcién de
densidad f(x; 0), se conoce como funcion de verosimilitud a la funcion
de densidad conjunta de la muestra, en esta funcion el parametro es la
variable y la muestra se considera fija, esto es

L(0;x1, X2, X3, ..., Xn) = f(x1; 0)f(x2; 0)f(x3; 0)... f(xp; 6) con 0 € ©

Ya que las observaciones de una muestra aleatoria son indepen-
dientes, la funciéon de verosimilitud es el producto de las funciones de
densidad marginales evaluada en los datos muestrales. Debido a que
en la funcién de verosimilitud la variable es el parametro y los valores
X1, X2, X3, ..., Xpn Se consideran conocidos y en consecuencia, fijos,
por simplicidad se utiliza la notacion,

’ x‘VL)
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L(O)=L(0;x1, X», X3, ..., Xn) con o ec O

Dada una muestra aleatoria X;, X, ..., X, con funciéon de
densidad f(x; 0), se conoce como estimador de maxima verosimilitud
del parametro 0 al nimero donde la funcién de verosimilitud alcanza
el valor maximo.

Entonces el objetivo del método de maxima verosimilitud es
encontrar el valor dentro del posible rango de valores del parametro
que optimiza la funcién de verosimilitud, dados los datos de la muestra.

EsEmpLO 2.6. Encuentre el estimador de maxima verosimilitud del
numero de tanques que tiene el enemigo.

Para resolver este ejercicio primero se encuentra la funciéon de
verosimilitud de N dada la muestra X;, X», ..., X,.

Como los tanque en la muestra se obtienen sin reemplazo, una
vez que se observa un numero de un tanque, este ya no se vuelve
a considerar para entrar en la muestra, ademas se supone que la
seleccién es aleatoria y que cada tanque tiene la misma probabilidad de
ser observado; en estas condiciones se tiene que

e La probabilidad que X; esté en la muestra es 1/N,

e La probabilidad que X, esté en la muestra, dado que ya se
seleccion6 a X; esiguala 1/(N — 1),

e La probabilidad que X3 esté en la muestra, dado que ya se
seleccion6 a X; y a X, es igual a 1/(N — 2), asi se sigue hasta

llegar a
e La probabilidad que X,, esté en la muestra, dado que ya se
seleccion6 a Xi, Xo, ..., X,_q esiguala 1/(N — n+1).

Entonces, la funcién de verosimilitud es igual a

_ 1 1 1 1

L(N)=L(N; X1, Xo, ..., Xn)—ﬁ X N_1 X N_2 X v X Nen+l

Como se puede ver, la funcion de verosimilitud L(N) no es continua,
por lo que no se puede utilizar las técnicas del calculo diferencial e
integral para encontrar el valor de N que maximiza a L(N). Pero
haciendo un analisis de L(N) se puede ver que es una funcion
decreciente, y que L(N) — 0 cuando N — oo. Por lo tanto L(N)
alcanza su valor mas alto cuando N toma el valor mas pequeiio posible
dada la muestra.

Por otro lado se sabe que N > X;, N > X,, ..., N > X,, entonces
N > max{X1, Xz, ..., Xn}, por lo que el valor maximo de L(N) dada la
muestra es cuando N = max{Xj, X, ..., X, } y este es el estimador de
maxima verosimilitud de N.
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Ejercicios

1.- Probar que en el método de captura y recaptura el estimador
Ny = D) 7 e insesgado.

2.-Para N = 100, M = 20 y n = 10 encuentre los valores de N, y sus
probabilidades y grafique estas probabilidades.

3.- Diga ?‘cual de los tres estimadores de N, el numero de tanques
es el mas eficiente.

4.- Diga ?‘cual de los tres estimadores de N, el nimero de tanques
es suficiente

5.- Diga ?‘cual de los tres estimadores de N, el nimero de tanques
es consistente.



Capitulo

Prueba de Hipotesis

Las pruebas de hipotesis es una parte de la inferencia estadistica
que consiste, basicamente, en decidir cual de dos posibles conjeturas
sobre la poblacién es verdadera. La decisién se hace con base a la
informacion contenida en una muestra aleatoria.

Las conjeturas relativas a la poblacion objeto de las pruebas
de hipotesis pueden estar relacionadas 6 bien con la forma de la
distribucion de una variable aleatoria (por ejemplo si la distribucion
generadora de los datos es una Weibull), 6 con los valores de uno o
varios parametros de la misma (por ejemplo si el nimero de peces es
N =200).

De esta manera, las pruebas de hipotesis presentan dos enfoques:

e Pruebas de hipo6tesis sobre parametros, consiste en determinar
si el parametro de una distribucién toma o no un determinado
valor, y

e Pruebas de Bondad de Ajuste, para definir si un conjunto de
datos se ha generado de una determinada distribucién.

En ambos casos, se debe tomar una decision con base en los datos
de una muestra aleatoria. Con el siguiente problema se pretende
explicar los conceptos de la prueba de Hipo6tesis sobre un parametro.

Problema 3.
Una pelea de Campeonato de Boxeo

En una pelea de box de campeonato hay un boxeador que tiene la
corona de campe6on mundial de boxeo, y hay otro boxeador que esta
retando al campeon la corona. El retador quiere demostrar que ahora
el mejor boxeador del mundo es él

O
En este contexto, al realizarse la pelea de box se tienen dos
conjeturas:

e El campeoén es el mejor boxeador.
e El retador es el mejor boxeador.

29
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Estas dos conjeturas no tienen el mismo peso, pues se da por hecho
que el mejor boxeador es el campe6on mundial, por lo tanto, el retador
debe probar contundentemente que el es mejor que el actual campeon.
Esto significa que ante un empate, la decision de los jueces es que el
campeon sigue siendo el campeon. Esto significa que la conjetura de
que el campeon es el mejor boxeador tiene ventaja sobre la conjetura el
retador es el mejor boxeador, pues atin cuando no se realizara la pelea,
la decisién seria reconocer que el mejor es el campeoén.

La conjetura que tiene ventaja, porque es verdadera, segun la
historia del proceso o lo que establece el modelo utilizado, se le denota
como hipoétesis nula. La conjetura que se contrapone a la hipotesis nula
y es la que se pone a prueba es la hipotesis alternativa. En este ejemplo,
se tiene que

e La hipotesis nula es: “El campedn es el mejor boxeador”.
e La hipotesis alternativa es: “El retador es el mejor boxeador”.

La pelea se efectia para tomar la decision de cual de las dos
conjeturas es la verdadera se pacta la pelea. Cada round de la pelea
forma parte de la muestra, en base a lo observado en la muestra se
tomara la decision.

Los criterios para decidir, entre otros, son:

e La diferencia de golpes a favor del retador.
e El niimero de caidas.
e la fuerza de los golpes.

Los jueces de la pelea, tienen que tomar una decision con base
en lo que observen en cada uno de los rounds. Sin embargo, es claro
que al desarrollarse la pelea interviene el azar, entonces la decision no
necesariamente es acorde con la realidad, pues eventos fortuitos estan
presentes durante la pelea.

La siguiente tabla nos muestra las posibles relaciones entre la
realidad que desconocemos y la decision que toman los jueces de la
pelea.

La realidad es
La decision declara que | El campedn es mejor | El retador es mejor |
El campeodn es mejor Acierto Error tipo I
El retador es mejor Error tipo I Acierto

Como se puede ver, los jueces pueden decidir que el campeo6n es
mejor o pueden decidir que el retador es mejor y por lo tanto, que hay
nuevo campeon, pero la realidad no se conoce. Si la decision es que
el campedn es mejor, y en realidad el campe6én es mejor, entonces se
habra tomado una decision adecuada, lo mismo ocurre si se decide que
el retador es mejor y realmente el retador es mejor. Pero, si el campeodn
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es mejor y se decide que el retador es mejor, se habra cometido un
error (error tipo I), lo mismo ocurre si se decide que el campeo6n es
mejor cuando en realidad el retador es mejor, en este caso se comete
el error tipo IL

Lo ideal seria tener un criterio de decision con el cual la probabilidad
de cometer cualquiera de los errores, tipo I o tipo II, fuera pequena,
sin embargo esto no es posible pues si relajamos las condiciones para
aceptar la hipo6tesis nula, se endurecen las restricciones pararechazarla,
y viceversa.

Elementos de la prueba de Hipétesis. Una hipo6tesis estadistica es
una afirmacion o conjetura acerca de la funcion de distribucion F(x, 0)
generadora de la muestra aleatoria. Si la hip6tesis estadistica identifica
por completo la distribucion, recibe el nombre de “hipo6tesis simple”
(por ejemplo que el numero de tanques es N = 100) y si no la especifica
recibe el nombre de “hip6tesis compuesta” (por ejemplo que N > 100).

De esta manera, se tiene que

e Una hipotesis simple es de la forma: o> = 100, N = 16,
p = 0.5 6 “la funcion generadora de la muestra es una normal
estandar”

e Una hipétesis compuestas es de la forma: N > 100, o> > 16,
p < 0.5, 6 “la funcion generadora de la muestra es simétrica
respecto al cero”.

La prueba de hipétesis esencialmente consiste en decidir entre
dos conjeturas opuestas cual es la verdadera. Una de las conjeturas
se supone verdadera ya sea porque la historia o la experiencia asi
lo ha establecido o porque asi lo indica el modelo que genera los
datos. La otra conjetura es la que los datos parecen respaldar. La
primera conjetura se denota como hipo6tesis nula y la segunda conjetura
se denota como hipétesis alternativa. Generalmente, la hipotesis
alternativa es la hipotesis que defiende el investigador

Se llama hipotesis alternativa a la conjetura que se pone a prueba.
Es la hipotesis de investigacion. La hipoétesis alternativa se denota como
H, 6 H,

Se llama hipotesis nula a la conjetura que se considera cierta, ya
sea porque el modelo asi lo indica, porque la historia lo ha probado o
porque es lo aceptado. La hip6tesis nula se identifica con el simbolo
H,

Se llama estadistica de prueba a la funcion de los datos muestrales
que se utiliza para tomar la decision.

Se llama region critica o region de rechazo para H, al conjunto de
valores de la estadistica de prueba que hace que se rechace la hipotesis
nula.
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Dado que la decision se hace con base en una muestra aleatoria es
posible que la decisién que se tome sea equivocada, tanto si se rechaza
la hipoétesis nula, como si no se rechaza. La siguiente tabla muestra la
relacion entre la veracidad de las hipoétesis de prueba y la decision del
investigador.

La realidad
H, es verdadera | H, es falsa
La decision es | No rechazar H, Acierto Error tipo II
Rechazar H, Error tipo I Acierto

Como se puede ver en la tabla, hay dos tipos error.

El error tipo I se comete al rechazar la hipo6tesis nula cuando es
verdadera. El error tipo II se comete al no rechazar la hipoétesis nula
cuando es falsa.

El nivel de significancia de la prueba de hipotesis es la probabilidad
de cometer el error tipo I, y se denota con la letra «.

P(error tipo I) = & = nivel de significancia de la prueba

La potencia de la prueba es la probabilidad de acertar cuando se
rechaza la hipétesis nula, esto es, es la probabilidad de rechazar la
hipotesis nula cuando es falsa. En particular, si el parametro toma los
valores de la hipotesis alternativa se tiene que:

1 — P(error tipo II) = potencia de la prueba.

Es deseable que la region de rechazo sea tal que, la probabilidad de
cometer los errores tipo Iy tipo II sean pequeias; sin embargo, no es
posible disminuir la probabilidad de ambos errores simultdneamente,
pues conforme disminuye uno de ellos, aumenta el otro.

Problema 4:
Aplicacion de un examen

Para ingresar a cualquier universidad generalmente se aplica un
examen de opcién multiple, en la mayoria de los casos, este examen
consiste de 120 preguntas con 5 diferentes opciones, sefialadas como
a, b, ¢, d, e. y una solamente de estas respuestas es la correcta. Para
cada aspirante a ingresar a la universidad al presentar el examen, se
formula una prueba de hipoétesis, donde las conjeturas son:

(1) El aspirante tiene los conocimientos suficientes para ingresar
a la universidad.

(2) El aspirante no tiene los conocimientos suficientes para
ingresar a la universidad.
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El aspirante debe probar que tiene los conocimientos suficientes,
esta es la hipotesis alternativa. La hipotesis nula es que el aspirante no
tiene los conocimientos suficientes para ingresar a la Universidad

e Hipotesis nula: Ho: El aspirante tiene los conocimientos
suficientes para ingresar a la universidad.

e Hipobtesis alternativa: Ha: El aspirante no tiene los conocimien-
tos suficientes para ingresar a la universidad.

La calificacion del examen es la estadistica de prueba y se utiliza
para decidir si el aspirante es aceptado o no.

Se rechaza la hipétesis nula cuando la calificacion del examen es
mayor o igual a 60.

El error tipo I, (rechazar Ho cuando es verdadera) es que el
estudiante pase el examen sin que tenga los conocimientos suficientes
para ingresar a la Universidad.

El error tipo II (aceptar Ho cuando es falsa) es que el estudiante
repruebe el examen cuando si tiene los conocimientos suficientes para
ingresar a la Universidad.

La hoja de respuesta del examen es de la forma

1. (@) (b)(c)(d)(e) |50. (a)(b)(c)(d) (e) 90. (a) (b) (c) (d) (e)
2. (@ Mm@ () |51. (a)(b)(c)(d)(e) 91. (a) (b) (c) (d) (e)
3. @M@ () |52. (a)(b)(c)(d)(e) 92. (a) (b) (c) (d) (e)
4. (@) (b) (o) (d) (e) (d) (e) )

53. (@) (b) () 93. (a) () (o) (d) (e)

La probabilidad de elegir una respuesta correcta es p, conforme
mas preparado esta el estudiante, mayor sera la probabilidad de acertar
en cada pregunta. La calificacion del examen es una variable aleatoria
cuya funcion de probabilidad es binomial con parametros n = 120 y p.
Si el aspirante no tiene ningin conocimiento y solo esta contestando al
azar, se tendra que p = 1/5 = 0.20. Si el estudiante conoce el tema se
tendra que p > 0.20

Entonces las hipotesis de prueba se pueden escribir asi,

Ho: p=0.20 contra Ha: p > 0.20

P(error tipo I) = P(que el estudiante sea admitido cuando no esta
preparado)
= P(Calificacion > 60 | p=1/5)~0
Esta probabilidad se calcula considerando la funcion de probabili-
dad binomial.

Como se ve, es casi imposible que un estudiante que no sabe nada,
pueda obtener mas de 60 aciertos.
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Si el aspirante tiene alguan conocimiento, la probabilidad de acertar
p es mayor a 0.20, pero cual es la potencia de la prueba para los
diferentes valores de p > 0.20

La potencia de la prueba es

Potencia = 1 — P(errorll)
1 — P(Calificacion < 60|p > 0.20)

En la siguiente figura se muestra la potencia de la prueba, en
funcion de la probabilidad p.

O

Como se puede ver, conforme mayor sea la probabilidad de acertar,
aumenta la potencia de la prueba.

Si se quiere disminuir la probabilidad de que alguien que no sabe
pase el examen, se puede auemtar el puntaje de acreditacion, esto
significa que para pasar el examen se puede pedir que la calificacion
sea mayor o igual a 80. Es mas dificil que alguien que no esta preparado
sea admitido, sin embargo aumenta la probabilidad que sea rechaado
alguien que si estd preparado. Esto significa que al disminuir la
probabilidad de uno de los errores, aumenta la probabilidad del otro
error.

En resumen: Una prueba o contraste de una hipotesis estadistica
es una regla o procedimiento que conduce a la decision de aceptar o
rechazar cierta hipotesis, identificada como hipétesis nula, con base
en los resultados de una muestra. Los procedimientos de prueba de
hipétesis dependen del empleo de la informaciéon contenida en una
muestra aleatoria de la poblacion de interés. Si esta informacién es
consistente con la hip6tesis nula se concluye que esta es verdadera; sin
embargo, si esta informacién es inconsistente con la hipotesis nula se
concluye que esta es falsa.

Los pasos a seguir en una prueba de hipotesis es:

(1) Formular las hipotesis.

(2) Tomar una muestra aleatoria de la variable de interés
X1, Xo, ..., Xp.

(3) Generar o calcular un “Estadistico de prueba”, que servira para
definir la accion de aceptar o rechazar la hipotesis nula.

(4) Definir el criterio de aceptacion o de rechazo. Es decir,
el procedimiento de prueba parte los posibles valores del
estadistico de prueba en dos subconjuntos o regiones: Una
“region de aceptacion de Hy” y una “region de rechazo de
Hy".
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(5) Tomar la decision de aceptar o rechazar Hy dependiendo de si
el estadistico de prueba queda en la region de aceptacion o en
la region de rechazo.

Es importante comprender que la aceptaciéon de una hipotesis
nula simplemente implica que los datos obtenidos no dan suficiente
evidencia para rechazarla. Por otro lado, el rechazo de una hipotesis
implica que la evidencia muestral pone en duda la hipotesis planteada.

El lema de Neuman Pearson proporciona una forma de obtener “la
mejor” region de rechazo, esto es, la region de rechazo que tiene menor
probabilidad de error II, fijando la probabilidad del error I.

TEOREMA 3.1 (Lema de Neuman Pearson). Dadas las hipotesis simples

Hy: 6=60p, contra H;: 0=06,
la region dada por
L(0o
L(61)
es la mejor region critica, en el sentido que
e Plerrorl) =P(C| 0 =0p) =y
e P(errvovIl) = P(C | 6 = 01) = B con B minima.

C={X1, Xoy ..., Xp | <A}

Ejercicio

1.- Sea X7, X», X3, ..., X, una muestra aleatoria Bernoulli con
parametro p, (f(x) = pX(1 — p)'~*, para x = 0, 1). Encuentre la mejor
region critica para las hipoétesis

Hy: p=04 contra H;: p=0.8

2.- Sea X7, X», X3, ..., X, una muestra aleatoria Poisson con

L x,—A . . s e
parametro p, (f(x) = A ;! ) . Encuentre la mejor region critica para las
hipotesis

Hy: A=5 contra H,;: A=2






Capitulo

Estimacion de parametros

Como vya se dijo, las técnicas de inferencia estadistica caen en una
de dos posibles categorias: estimacion de parametros y pruebas de
hipoétesis estadisticas. En este capitulo se revisaran dos problemas en
los que se introduciran los elementos de la estimacion de parametros.

Un parametro es un valor relacionado con la poblacién objetivo y
por lo regular es desconocido. Por ejemplo, el promedio del ingreso en
la poblacion, el numero de elementos en la poblacion, etc.

Un estimador del parametro es una funcion de los valores mues-
trales, con el cual pretendemos conocer el valor del parametro. Por
ejemplo, el promedio de una muestra estima el valor de la media de la
poblacion.

La estadistica nos proporciona métodos para obtener estimadoresy
criterios para establecer las propiedades deseables en los estimadores.

Problema 1.
;Cuantos Peces Hay en el Lago?

El guardabosques de un parque nacional quiere saber cuantas
carpas adultas habitan en el lago del parque, pues debe decidir si
se permite la pesca deportiva o si se declara un estado de veda.

El guardia llega a la conclusion que no es posible contar todas
las carpas directamente; por lo que debe idear la manera de obtener
indirectamente una estimacion aceptable de N el total de carpas adultas
en el lago. El guardia considera que en el lago hay N carpas adultas. N
es un numero asociado a la poblacion, y por lo tanto es el parametro
poblacional y es desconocido.

La distribucion uniforme de los peces en el lago. Después de
cavilar un rato, el guardia considera haber encontrado una posible
solucion; como se tienen los medios técnicos para determinar con
suficiente precision el volumen total del lago V (por ejemplo con
ultrasonido) piensa que si delimita una pequena region en el lago, de

37
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volumen v, y cuenta los peces que hay en ese espacio, entonces puede
utilizar esta informaciéon para obtener un estimador de N.

Entonces se tendrian los siguientes valores,

e N es el numero de carpas adultas en el lago;

e V es el volumen del lago;

e v es el volumen en la regién controlada por el guardia;
e n es el nimero de carpas adultas en el volumen v.

El guardia forestal considera que el nimero de peces en la region
pequena controlada, es proporcional al nimero de peces en el volumen
total del lago.

Bajo este supuesto de proporcionalidad, se satisface la relacién:

N_n
vV v
de donde se puede despejar el valor de N

n
N=-V
v

Una vez modelado el problema y con una férmula para resolverlo
cabe preguntarse:

;Qué tan vdlido es este valor como estimador de N?. Para deducir
esta formula, se considero que los peces se encuentran uniformemente
distribuidos en todo el lago. Pues si el nimero de peces en el lago
es proporcional al nimero de peces en la regién controlada es porque
en todo el lago estan los peces distribuidos uniformemente, como se
observa en la figura (a).

(a) Distribucion uniforme de los peces en todo | (b) Distribucion de los peces en forma de

el lago cardumenes

Sin embargo; esta supocision no es cierta, ya que los peces se
encuentran reunidos en cardimenes y no diseminados uniformemente
por todo el lago como se observa en la figura (b).

De ahi que el supuesto que el numero de carpas en la region
controlada, sea proporcional al numero total de peces en el lago es
falso y entonces la ecuacién de proporcionalidad no corresponde a la
realidad.

Ademas la presencia del guardia puede alterar la conducta de los
peces, los peces pueden huir al ver al guardia, o pueden reaccionar
acercandose al mismo. y puede ser dificil contarlos dentro de la region
controlada de volumen v.
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Esto significa que al contrastar la solucion propuesta con la realidad
los resultados son insatisfactorios. De manera que ni es facil tomar la
muestra, ni la suposicion del modelo es acorde con la realidad.

Es decir: el modelo no es una buena aproximacion con la realidad y
resulta inadecuado.

El guardia necesita proponer otro modelo que sea acorde con la
conducta de los peces.

Método de captura y recaptura. Este método de solucién tiene dos
etapas:

e Primera Etapa: se sacan del lago M carpas adultas, se les marca
con una seflal y se regresan vivas al lago; después de esto, se
deja un tiempo razonable para que las carpas marcadas se
integren al resto de las carpas.

Al final de esta primera etapa, en el lago existen dos clases
de carpas, las carpas marcadas y las carpas sin marcar.

e Segunda Etapa: se extraen al azar n carpas adultas del lago
(a este subconjunto de carpas se denomina ‘“la muestra de
tamafo n”, y luego se cuenta el numero de carpas marcadas
que contiene esta muestra. Suponga que en la muestra de n
carpas se observan m carpas marcadas.

Se tiene entonces que:

e N es el namero total de carpas adultas en el lago:

e M es el numero total de carpas marcadas en el lago.
e 1 es el numero total de carpas en la muestra.

e m es el nuimero de carpas marcadas en la muestra.

Bajo el supuesto que las carpas marcadas y las no marcadas se en-
cuentran mezcladas uniformemente en el cardumen, se puede suponer
que el nimero de carpas marcadas en la muestra es proporcional al
numero de carpas marcadas en la poblacion total, esto es, se debe
satisfacer la relacion:

N_n 4.1)
M m
de donde al despejar el valor de N, se obtiene
N="m 4.2)
m

Igual que antes, cabe preguntarse sobre que tan bueno es este
numero como estimador del parametro N.
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Al establecer la relacion 4.1, se consider6 que los peces marcados
se encuentran uniformemente distribuidos con el resto de la poblacion
total.

Este supuesto a nuestro entender se cumple razonablemente, pues
no es creible que los peces marcados estén todos juntos formando
un grupo sin mezclarse con el resto de la poblacién de peces; por lo
que consideramos que el modelo propuesto parece ser adecuado para
estimar a N.

Pero, a pesar de ser éste un modelo razonablemente adecuado, el
valor obtenido con la férmula 4.2 no corresponde al verdadero valor
de N, porque en el proceso del muestreo interviene el azar, esto es,
el namero de peces marcados en la muestra es una variable aleatoria,
y puede cambiar si se otra muestra de tamano »n en circunstancias
semejantes.

Para distinguir el estimador del valor real (o parametro), al
estimador de N y se denota con la misma letra N pero con un gorrito
arriba.

N="m 4.3)
m

N es el parametro poblacional y N es el estimador de N.

Como ejemplo se va a revisar el caso en que en total se tiene 20
peces y que de estos, 4 estan marcados; es decir, N=20 y M=4.

Si se elijen 10 de estos peces al azar, en la muestra puede haber
desde cero a cuatro peces marcados, y inicamente cuando en la muestra
hay 2 peces marcados es que se satisface satisface la relacion 4.1,

20 10
4 2

y por lo tanto, la estimacion coincide con el del parametro, esto es
N=4x10/2 = 20.

El nimero de peces marcados en la muestra, X, es un namero
aleatorio que puede ir de cero a cuatro (X = 0, 1, 2, 3, 4) por lo
tanto los valores que puede tomar el estimador N = 4 x 10/x son los
siguientes:

Cuando X = 0 se tiene que N = o
Cuando X = 1 se tiene que N = 40
Cuando X = 2 se tiene que N = 20
Cuando X = 3 se tiene que N = 13.33
Cuando X = 4 se tiene que N = 10
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El estimador de N es una variable aleatoria y podemos preguntarnos
con que probabilidad puede tomar los diferentes valores posibles.
La probabilidad se puede calcular usando la definicion clasica.

Niutmero total de muestrvas de tamaiio n con m peces marcados

PX=m
( ) Numero total de muestras de tamano n

De esta manera nos encontramos ante el problema de tener que
contar, lo cual nos lleva a recordar el calculo combinatorio, en particular
la definicion de combinaciones.

Numero total de muestras de tamaino n (nimero de elementos
del espacio muestral). Observe que la muestra es un subconjunto de
n elementos del conjunto total que tiene N elementos, entonces para
saber cuantas muestras de tamafio n es posible obtener, se utiliza la
formula de las combinaciones, esto es

El total de muestras de tamano n = ( ];[ )

Ahora se va a obtener una férmula para determinar cuantas de
estas posibles muestras tienen m peces marcados.

Numero total de muestras de tamafo n con m peces marcados
(Casos favorables). Del total de posibles muestras de tamafo n,
interesa determinar cuantas de ellas tienen exactamente m carpas
marcadas, para ello se debe ver que las m carpas marcadas en la
muestra, es un subconjunto de las M carpas marcadas en el lago, y que
las n — m carpas no marcadas en la muestra, es un subconjunto de las
N — M carpas no marcadas en el lago, de aqui se sigue que:

El total de subconjuntos de carpas marcadas de las M que hay en

M
el lago es: ( m >

El total de subconjuntos de n —m carpas no marcadas delas N — M
N-M
-m
Por la regla del producto de los métodos de conteo, se sigue que el
total de muestras de tamafio n con exactamente m carpas marcadas es
el producto de estos dos niimeros, esto es:

que hay en el lago es:

El total de muestras de tamafio n con m carpas marcadas = ( 1]:[1 > ( 1]/\{: 1{\’/11 >

entonces la probabilidad de tener una muestra con exactamente
X = m carpas marcadas es igual al cociente:
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e L) (o)
()

Ahora se presentaran cuatro ejemplos para explorar el compor-
tamiento de esta formula en funcion de la variable m.

Ejemplo 1

Considere que

N =20

M=8y

n==6

Si en la segunda etapa de captura se eligen 6 peces, El valor de m
(el numero de peces marcados en la muestra) puede tomar los valores
de 0 a 6.

En cada caso se tendria un valor del estimador con una cierta
probabilidad. En la siguiente tabla se muestra los valores de m, los
valores de N y las respectivas probabilidades,

En la tabla se obggr qu“f’rgbsab‘im del estimador que se
encuentran mas cercaaN—==20—son=t3=24: [La altura de las barras

de la grafica corresponden a la [pro gﬁ? y e cada valor. Se observa

que los valores 16 y |24 son los rrb;g HJ0 Zilb ¢s|y juntos tienen una

probabilidad igual a 0.§7p438. el se pu de observar que los

posibles valores del eg tiinz dﬂ" tie&")ieili blf]éls%}? variabilidad, pues va de
9.6

8 aco. 6| 0.01733746
6 | 8 | 0.00072239

Ejemplo 2
N =20,
M=8y
n=>5.

En este caso, el rango de X esde O a5 (X =0, 1, 2, 3, 4y 5)
y cuando X = 2 se satisface la ecuacion 4.1 por lo que la estimacion
coincide con el verdadero valor de N = 20. En la siguiente tabla se
presentan los valores del estimador y sus probabiElades respectivas,

| N [ Probabilidad |

0.05108359
40 0.25541796
20 0.39731682

179 D99 raYia lo el YaYaYaYaY

um»—log
8
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Observe que la barra asociada al nimero 20 es la mas alta, lo que
indica que este valor es el mas probable.

También se puede observar que los posibles valores del estimador
tienen una gran variabilidad, pues va de 8 a oc.

Ejemplo 3
N =100,
M=20y
n = 10.

El valor de m (el nimero de peces marcados en la muestra) puede
tomar los valores de 0 a 10. En cada caso se tendria un valor del
estimador con una cierta probabilidad. En la siguiente tabla se muestra
los valores de m, los valores de N y las respectivas probabilidades,

O

El mejor valor para L's'ﬂ'Mﬂr K)r Qbff%l i%a,% ndo m = 2, porque en
este caso N = 100. |T9mpiérren ast@@A34.164 €1 valor mas probable. La
variacion de los valorks|deP88timal@i068a8 Ha variacion muy grande,

va del 20 al infinitq. 100 0.31817063
66.667 | 0.20920809

2

3

4 50 0.0841073
5 40 0.02153147
6

7

8

Ejemplo 4 33.333 | 0.00354136
N =500, 28.571 | 0.00036793
M =100y 25 | 2.2996E-05
n = 50. 9 | 22,222 | 7.7623E-07
El rango de X elsOC a 5@ (X 1.86713E-%)'8 3, ..., 50) y una tabla

con 51 entradas es—mu gldudt para escribirla aqui, por lo que solo
se presenta la grafica con las probabilidades de los valores que puede
tomar el estimador.

O

También en este ejemplo N = 500 es el valor mas probable y el
estimador tiene gran variacion.

En los cuatro ejemplos revisados se observdé que el valor del
estimador mas cercano al verdadero valor del parametro es el mas
probable; sin embargo, los posibles valores de la estimacion presentan
una gran variacién, por lo que el estimador podria estar muy lejos del
parametro que estiman.

Método de captura y recaptura modificado. El estimador N =
nM/m tiene el inconveniente de que se requiere dividir entre O,
cuando m = 0, esto provoca que su dispersion sea muy grande.
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Este inconveniente se puede eliminar si modificamos el esquema de
muestreo.

Este nuevo método tiene también dos etapas, la primera es
exactamente igual que la del método anterior, para tener peces
marcados y no marcados en el lago.

e Primera Etapa: se sacan del lago M carpas adultas, se les marca
con una sefal y se regresan vivas al lago; después de esto, se
deja un tiempo razonable para que las carpas marcadas se
integren al resto de las carpas.

e Segunda Etapa: se extraen al azar sucesivamente una carpa
tras otra y se detiene el procedimiento cuando se obtengan m
carpas marcadas (m un numero preestablecido).

En este caso el total de observaciones es aleatorio. Si el nimero de
extracciones es 1 significa que con la extraccién n — 1 ya se tienen en
la muestra m — 1 peces marcados, y que en la extraccion siguiente se
obtiene el ultimo pez marcado con el que se completa los m peces en
la muestra.

O
En este punto se tiene que:

N es el numero total de carpas adultas en el lago:
M es el numero total de carpas marcadas en el lago.
n es el nimero total de carpas extraidas.

m es el nimero de carpas marcadas en la muestra.

e o o o

El nimero n es aleatorio y m es fijo, pues de antemano se indica
cuantos peces marcados se quieren en la muestra y no se sabe apriori
el nimero de extracciones necesarias para seleccionar exactamente m
carpas marcadas.

La proporcion que se propone en este caso es

N-M n-m
M+1  m
y al despejar el valor de N se obtiene un nuevo estimador
' (n—m)(M+1)+
m
Los valores M+1 y m son constantes conocidas en esta formula. Cuando
m divide a M + 1 los valores del estimador son todos enteros, si esto
no ocurre, los valores del estimador pueden no ser enteros. Ahora se
analizara la probabilidad de este estimador.
Casos totales. La extraccion de las carpas se realiza sucesivamente
hasta tener m carpas marcadas y para determinar la cardinalidad del
espacio muestral se consideran dos etapas: la primera es cuando se

M
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obtienen las primeras n — 1 extracciones, la segunda etapa es cuando
se obtiene la ultima carpa que debe estar marcada.

Los primeros n — 1 peces seleccionados forman un subconjunto de
la poblacion total de carpas, y el total de formas en que se pueden elegir

es igual a < n]\—[ 1 ) y el ultimo pez seleccionado puede ser cualquiera

de los N — n + 1 que quedan en el lago. Por la regla del producto de los
métodos de conteo, se tiene que el total de formas de extraer n carpas
del total de carpas, siendo la ultima una carpa marcada es:

N
(nl )(N—n+1)

Casos Favorables. Del total de posibles muestras de tamaiio n
interesa determinar cuantas tienen exactamente m — 1 carpas marcadas
en las n — 1 primeras extracciones.

Las m — 1 carpas marcadas es un subconjunto de las M carpas
marcadas, y las n — m carpas no marcadas es un subconjunto de las
N — M carpas no marcadas.

El total de subconjuntos de m — 1 carpas marcadas de las M carpas

marcadas es igual a

m—1
El total de subconjuntos de n — m carpas no marcadas del total de
N — M carpas no marcadas es igual a ( ]Z: %

La ultima carpa marcada puede ser cualquiera de las M — m + 1
carpas marcadas que permanecen aun en el lago. Por la regla
del producto de los métodos de conteo, el total de muestras con
exactamente m carpas marcadas es el producto de estos tres terminos,
esto es:

El total de muestras de tamafio n con m carpas marcadas es

() (3 e
m-—1 n—-m

De donde se tiene que la probabilidad de detenerse en la extraccion
n, (X = n), es igual al cociente

( M )(N—M)(M_ 1) <M><N—M
m-—1 n—-m m n—-m
PX =n)= _

N - N
(n_1>(Nn+1) n(n>

Para estudiar esta férmula es conveniente verla graficamente para
algunos casos particulares.



Estimador
n de N Probabilidad
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4 11 0.104024768
Ejemplo 5 14 0.143034056
Considére que 17 0.158926729
N =207 20 0.153250774
M=8% 23 0.132031436

m =B @Con estoge tien®que §911 17/ M es un entero
En egtegaso loggposibles yatonesiaye|puede tomar la variable 7 es
de 3 al3{n F 3, 325, ..} 0.b3;G0lASi8uiente tabla se presentan los

valores dej gstimadgy y susgpgoaazipEiges,

13 38 0.01100262
14 41 0.00371517
15 44 0.000722394

O

Se puede observar que el mejor valor de N es cuando N = 20, este
valor tiene una probabilidad alta de ocurrir. Ademas se puede ver que
este estimador tiene menor variaciéon que con el esquema original de
muestreo de captura y recaptura.

Ejemplo 6

Considere que

N =100,

M=20y

m = 3 (con esto se tiene que (M + 1)/m es un entero

En este caso los posibles valores que puede tomar la variable n es

de3a83(mn=3, 4,5, ..., 83); enla siguiente grafica se presentan los
valores del estimador y sus probabilidades.
0

Se observa que alrededor de 100 se encuentran los valores mas
probables.

Conclusion: Los dos esquemas de muestreo proporcionan esti-
madores de N cuyos valores mas cercanos al valor real de N son mas
probables, sin embargo, el método de captura y recaptura modificado
proporciona estimadores con menos dispersion.

Problema 2
;Cuantos tanques tiene el enemigo?

Ahora se va a estudiar un problema diferente. Se considera dos
ejercitos que estan en guerra y los estrategas de uno de los ejercitos
quieren determinar el nimero de tanques que tiene el otro ejercito.

O
Es claro que se puede conocer este nimero revisando los inven-
tarios del otro ejercito, pero esto no es posible y por lo tanto se debe
recurrir a un método indirecto.
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[
Se ha visto que los tanques observados del otro ejercito traen
escrito un numero, lo que sugiere que todos los tanques deben estar
numerados del 1 al N, siendo N el total de tanques.

|
Ademas, se puede considerar que es igualmente probable observar
a cualquiera de los tanques del enemigo. El reto es entonces estimar el
valor de N.

O
De esta manera se observa el niimero que traen escrito 5 tanques
que fueron observados en diferentes lugares, los niimeros observados
son: 81, 47, 16, 97, 58. Estos datos son nuestra muestra aleatoria.

[
Con estos cinco numeros ?‘qué podemos decir del valor de N?
Para tener diferentes opciones, la tarea de determinar el valor
de N se la encomiendan a tres grupos diferentes que trabajaran
independientemente.
Para estimar el numero N, primero se ordenan los datos de la
muestra.

16, 47, 58, 81, 97
Propuesta de estimacion del equipo 1
El primer equipo de estrategas considera que si los tanques estan
numerados sucesivamente entonces N debe ser mayor o igual a 97. Y
entonces proponen como estimador, precisamente a este niumero.

Nl = maX{Xl, Xo, X3, Xy, X5} =max =97

El primer equipo estima que el ejercito contrario tiene 97 tanques.

Propuesta de estimacion del equipo 2

El segundo equipo de estrategas también considera que si los
tanques estan numerados sucesivamente entonces N debe ser mayor o
igual a 97, pero piensa que si el tanque nimero uno no fue observado,
bien podria ser que tampoco se hubiera observado el ultimo tanque
(el marcado con el numero N), y para describir esto escriben asi
nuevamente la lista de datos:

1, 16, 47, 58, 81, 97, N
Este equipo considera que la separacion entre max = 97 y N debe
ser similar a la separaciéon entre min = 16 y 1, esto es

N —max=min—1 = N =max+min—1
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El estimador propuesto por el segundo equipo de estrategas es

N, =max+min—1=97+16—1=112

Propuesta de estimacion del equipo 3

El tercer equipo de estrategas también considera que silos tanques
estan numerados sucesivamente entonces N debe ser mayor o igual a
97, y razonan que las separaciones entre dos nameros observados debe
ser semejante, por lo que calculan el promedio de las separaciones
entre dos datos consecutivos.

1, 16, 47, 58, 81, 97, N
d d, d3 dy ds d
Proponen que

_d1+d2+d3+d4+d5

d 5

(16— 1)+ (47 — 16) + (58 — 47) + (81 — 58) + (97 — 81) 97 —1
B 5 5

Esto lleva a la ecuacion
6max —1
5

Y el estimador propuesto por el tercer equipo es

N-max=d = N=max+d=

. m+1)max—1 6x97-1
Ny = =

n 5
Al final se tienen 3 estimadores:

=116.2

e N, = max = 97
e No =max+min—1=112
o N3 = (uhmax—l _ 1762

?‘Cual de los tres estimadores es el mejor?

?'Qué criterios debemos considerar para elegir a los ‘“buenos”
estimadores?

Un primer criterio para seleccionar a un estimador es que los
valores cercanos al valor del parametro sean mas probables que los
valores alejados a él. Como se puede ver, los estimadores N; y N5 estan
en funcién unicamente del valor maximo en la muestra. Entonces,
primero se va a encontrar la funcion de probabilidad de estos dos
estimadores.
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Funcion de Probabilidad de N; y N5. Se va a encontrar la funciéon
de densidad del maximo valor en la muestra. Si se tienen N elementos
numerados del 1 al N y se elige al azar sin reemplazo n de ellos, el
maximo valor obtenido en la muestra puede ser cualquier niimero entre
n 'y N. Esto significa que

max{Xj, Xp, ..., Xp}=m,n+1, n+2, ..., N

Ahora vamos a calcular la probabilidad que max = x para x =
n,n+l, n+2, ..., N

Si se tiene que max = x, entonces en la muestra hay n — 1
observaciones menores que X, esto es, n — 1 elementos de la muestra
es un subconjunto de los x — 1 datos mas pequefos. El namero de
posibles maneras en que max = x es igual al nimero de subconjuntos
de n — 1 elementos de un conjunto de x — 1 elementos.

, L. . x—1
El nimero de muestras tales que su maximo valor es igual a x es n_1

Por otro lado, el total de posibles muestras de tamafio n del total
de tanques, esta dado por:

. N
Numero de muestras con n elementos es n

De aqui, al aplicar la definicién clasica de la probabilidad de un
evento en un espacio equiprobable se tiene que:

N
(%)
conx=n,n+l,n+2, ..., N
Usando esta probabilidad se puede calcular las probabilidades de
los estimadores N; y N3. Enseguida se presentan algunos ejemplos en
los que se calcula esta probabilidad para casos particulares.

Pmax = x) =

(xl) (xl)
“ -1 . Ix —1 -1
p(]\]1=x)_nT y P<N3=(n+ ;x )_ nN
n n
Ejemplo 7

Considere que
N=20y
n=>5
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El rango de Nl es Nl =56, 7, ..., 20 y el rango de Ng es
N;=5.8, 7, 8.2, 9.4, ..., 22.6, 23.8. Enla tabla y grafica siguientes se
muestran las probabilidades asociadas a N; y Nj.

[ max [ Ny | N3 [ Probabilidad |
5 5] 58 | 645E-05 | O
6 7 0.000322
7 7 8.2 0.000967
8 8 | 94 0.002257
9 9 | 10.6 0.004515

@)}

10 [ 10 [11.8 | 0.008127
11 [11[ 13 | 0.013545
12 [ 12 (142 0.021285

13113 15.4 [ 0.031927
127 713°71°18.6 [ 0.046117
15 [J>'17.8 | 0.064564

El deN; 93019188—0%, 21, 22, ..., 200y el rango de Nj es
050117386 o1 509,05,

18, 12 8k Al ignqpmgé% muestran las probabilidades del esti-
haddr A119-’ 22.6 0.197368

20 [ 23.8 0.250000

O

Funcién de Probabilidad de N,. Para encontrar las probabilidades
asociadas a N, primero se encuentra la funcion de probabilidades con-
junta del maximo y del minimo valor en una muestra de tamafo #. Sean
xy y tales que x = min{X;, X, ..., Xy} ¥ = max{X1, Xo, ..., Xy},
esto significa que n — 2 elementos en la muestra estan entre x +1 y
y-1,

resto de la muestra

[ ]

b
-«

y—x—1 elementos

el namero de muestras que satisfacen esta condicion son las
combinacionesden —2 en y — x — 1.
El nimero de muestras de tamafno n donde el maximo ( )
valor es y vy el minimo valor es x es igual a n-
De esta manera se tiene que

y—x-—-1

)
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y—x-—1
n-—2
N
n
Usando la funcion de probabihc}ad conjunta, ya se puede encontrar
la probabilidad correspondiente a N».

P(min = x, max = y) =

m+l—n
P(N2=m)=P(max+min—1=m)= Z Pmin=1i, max=m —i+1)

i=1
[m—n=+2)2] [ M — 21
=1 n-—2

(")

Ejemplo 9

Considere que

N=20y

n=>5

Se ha calculado las probabilidades correspondientes a N, y estas
probabilidades se encuentran en una tabla. La tabla con las probabili-
dades y la grafica de las mismas se presenta enseguida.

[ N, [ Probabilidad |
9 | 0.002966976
10 | 0.005159959
11 ] 0.008384933 » . L )
lé)bﬁfmt?mgyiupaon de probabilidad es simétrica y tiene su
mapdme yAlgp suandaq Nz = 20.

14 | 0.027089783
15| 0.0374742
1Ejethpi® 1607595
1T ok ibei®2chdd 5
18V|=021B6687307
1%|=07110681115
20.9 HrdBi03 h88&Stra la funcién de probabilidad de este ejemplo.
21 | 0.110681115 O

22 1 0.086687307 p o
> %r8§8 H(i g fue el valor mas probable es nuevamente N, = 20,
13 n618§0 QG% abilidad también es simétrica, pero presenta menor

afiacion que e L1 caso anterior.
26 | 0.027089783
27 1 0.019027348
28 | 0.012899897
29 | 0.008384933
30 | 0.005159959

O

<
S o

<
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Propiedades deseables en un estimador

Un estimador del parametro 6 es una funcion de los datos
muestrales que ayuda a determinar el valor de 0.

Para cada parametro pueden existir uno o mas estimadores.
En general, se requiere tener un estimador que posea ‘“buenas”
propiedades. Entre las propiedades deseables de un estimador se
enumeran el insesgamiento, la eficiencia, la consistencia, la suficiencia
y la robustez.

Insesgamiento. La idea de insesgamiento esta relacionada con el
concepto de exactitud. Una manera simple de explicar el concepto
es la siguiente: un estimador es una funcion de los datos muestrales,
diferentes muestras daran valores diferentes de 6. Suponga que pudiera
tener los valores de 0 de todas las posibles muestras, (sean estos: 91,

0, ..., 0y) siel promedio de todos estos valores es igual al parametro,
Mo
> i1 O -0
M

entonces 0 es un estimador insesgado de 6. Si 0 es un estimador
insesgado de 0, entonces 0 esta en el centro de los posibles valores de
0.

La definicion formal de este concepto es:

Un estimador 0 del parametro 0 se dice que es insesgado si E(@) =

EjEMPLO 4.1. Probar que el estimador de N por el método de captura
y recaptura modificado dado por N = ="+l 4 A es un estimador
insesgado.

Solucion
En el método de captura recaptura modificado la variable aleatoria
es n,y el valor esperado del estimador es igual a

E(N)=F Em—m)+M

<(nm)(M+ 1)+M> _ M+1)
m m

Para encontrar el valor esperado de N se encuentra primero el valor
esperado E(n — m), y para encontrar este valor esperado se utiliza la
segunda propiedad de las funciones de distribucion de una variable
aleatoria que en este caso es:

() (420)

=)

para todo m < M < N.
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Ahora, se observa que

M N-M
N—M+m (B —m)m m n—m
Em—m)= E

=)

Y en esta suma se sustituyen las identidades:
M\ m+1/ M+1 )\ m" M
m ) M+1\ m+1 ) M+1\ m*

o (N )= ovemn (N ) covan (VD)

n n—-m-1 n—-m

donde M* =M +1ym* =m+ 1. Entonces,

(MY ((N-M
B m(N—M) N—-M*"+m m* n—m* ~ m(N—M)

En—m)=—yr— n;n N T T M1
n n
-1
Ry = M Vg e MEDMN=M) Ly
M+1

Eficiencia. El concepto de eficiencia esta relacionado con el con-
cepto de precision del estimador. Primero se verad la definicién de
eficiencia relativa.

Si 0, y 0, son ambos estimadores insesgados de 0, entonces si se
satisface la desigualdad

V(0,) < V(D)

diremos que 0, es mas eficiente que 0,. Un estimador es mas
eficiente (mas preciso), si su varianza es menor.

Un estimador 0 es eficiente si V(@ < V(é*) donde 0* es cualquier
otro estimador.

Cuando se tiene un estimador insesgado del parametro 6 es tutil
saber si hay otro estimador insesgado mas eficiente, en este sentido el
teorema de Cramér-Rao proporciona una cota minima para las varianzas
de los estimadores insesgados. Aqui se presenta este teorema sin
demostracion.
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TEOREMA 4.2 (Cramér Rao). Si Xy, Xo, X3, ..., X, es una muestra
aleatoria de una funcion de densidad tal que f(x; 0) > 0 para x en
una region que no depende del pardmetro entonces para todo estimador
insesgado de 0 se satisface la desigualdad

A 1
V() > — ;
nE(55 log(f(x; 0))
Si se tiene un estimador que alcanza la cota de Cramér Rao,
estaremos seguros que no hay otro estimador insesgado de 6 que
tenga menor varianza.

TEOREMA 4.3. Un estimador insesgado 0 del pardmetro 0 es eficiente
si alcanza la cota de Cramer-Rao.

Consistencia. Si no es posible emplear estimadores de minima
varianza, el requisito minimo deseable para un estimador, es que
a medida que el tamafo de la muestra crezca, el valor del estimador
tienda a estar cerca del valor del parametro, propiedad que se denomina
consistencia. Existen diversas definiciones de consistencia, mas o
menos restrictivas, pero la mas utilizada es la siguiente.

Un estimador 0 del parametro 0 se dice que es consistente si y s6lo
si, cuando n crece, 0 tiende en probabilidad a . Esto significa que si
para toda € > 0O se tiene que si

lim P(0—60|> & =0
n—oo

entonces 0 es consistente.

Laidea de la consistencia es que conforme el tamafo de la muestra
aumenta, el valor del estimador se aproxima a la del parametro con
probabilidad igual a 1. Una condicion necesaria para determinar que
un estimador es consistente se presenta en el siguiente teorema

TEOREMA 4.4. Sila varianza de un estimador insesgado es tal que
lim V(8) =0
n—oo

entonces 0 es un estimador consistente de 0.

Suficiencia. E1 concepto de estadistica suficiente fue introducido
por Fisher en 1922, y ha sido objeto de numerosas e importantes
investigaciones. Como originalmente indic6 Fisher, un estadistico (o
funcién de la muestra de valores observados) es suficiente para el
objetivo de la inferencia estadistica si contiene, en un cierto sentido,
toda la “informacién” sobre la distribuciéon generadora (funciéon de
distribucion de acuerdo con la cual ha sido generada la muestra
de valores observados). ;En qué sentido hemos de usar la palabra
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“informacion” aqui? Supondremos que el modelo estadistico de las
variables aleatorias observables tiene una cierta funcién de distribuciéon
conjunta que pertenece a una familia especificada F(x; 0) de funciones
de distribucién. Sin embargo, la verdadera funcién de distribucion
generadora es desconocida pues se desconoce el valor de 6.

Sea Xj, X, ..., X, una muestra aleatoria de la funciéon de densidad
f(x; 0); sellama estadistica a cualquier funcion de los datos muestrales,
esto es, cualquier funcion de la forma T = h(X;, X5, ..., X;) es una
estadistica.

La tnica informacién que se tiene para tomar una decisién sobre
0 es el resultado del experimento aleatorio, es decir, la muestra
aleatoria X;, X,, ..., X,. Sin embargo, los datos muestrales son un
complicado conjunto de nimeros y el investigador se ve en la necesidad
de introducir una simplificacién deseable. Para esta simplificacion,
siempre que sea posible, se elegira, un estadistico que pierda la menor
informacion relativa al parametro contenida en la muestra. Este es el
deseo que incita a la definicion de estadistico suficiente. Supongase,
pues, que T es una estadistica (es decir, una funciéon medible de
la variable aleatoria X) y sea Z otra estadistica; si consideramos la
probabilidad condicionada de Z, dado T, en general esta probabilidad
dependera de 0; si ocurre que la funcion condicionada no depende
del parametro, querra, decir que la estadistica Z en presencia de T no
proporciona ninguna informacion adicional acerca de 6. Si esto ocurre
para cualquier otra estadistica se concluye que toda la informacion
que existia en la muestra X;, X», ..., X, nos la ha proporcionado la
estadistica T, y en este caso se llama estadistica suficiente.

Una estadistica T se dice que es suficiente para el parametro 9 si la
funciéon de densidad condicional de U, cualquier otra estadistica dada T
no depende del parametro. Esto es, si para toda U se tiene que fy7(u|t)
no depende de 0 entonces T es estadistica suficiente para 6.

En otras palabras, un estimador es suficiente para € cuando ya
tiene toda la informacién sobre el parametro que esta contenida en la
muestra.

Es dificil probar con todas las posibles estadisticas si fyr(u|t) no
depende de 0, y debido a que todas las estadisticas dependen de la
muestra, se puede tomar en lugar de todas las estadisticas la propia

muestra X;, X», ..., X,. Entonces, un método para verificar si una
estadistica T es suficiente, es determinar la distribucién condicionada
de X;, X», ..., X,, dado T. Sin embargo, este método es también

a menudo laborioso y de gran dificultad. Fisher y después Neyman
proporcionaron un criterio simple, con el que podemos generalmente
determinar si una familia F(x; 0) de funciones de distribucion admite
un estadistico suficiente no trivial y cual es la forma de este estadistico.
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Este criterio es proporcionado por el célebre teorema de factorizacion
de Neyman-Fisher.

TEOREMA 4.5 (factorizacion de Neyman-Fisher). . Sea T una
estadistica de la muestra aleatoria de la funcion de densidad f(x; 0), T
es estadistica suficiente del pardmetro si y solo si, la funcion de densidad
conjunta se puede escribir como el producto de dos funciones, una que
depende de la estadistica suficiente y el pardmetro y otra que depende
unicamente de la muestra, esto es:

fx1, x2, o0y xn; 0) = flx1; O)f(x2;5 0)... f(xy; 0) = g(T; Oh(xy, xo, ...

Robustez. Al estudiar un proceso aleatorio es posible que la
funcién de distribucion generadora de la muestra sea F(x; 6) (por
ejemplo una exponencial) y se esta suponiendo que la distribucion
correcta es G(x; 0), (por ejemplo una Weibull) y la estimacién de 6 no
es afectada fuertemente por considerar que la distribucion es G(x; 0)
en lugar de F(x; 0), se dira que el estimador es robusto.

Se dice que 0 es un estimador robusto del parametro 0 si los
supuestos de partida en los que se basa la estimacion, atribuida a
la seleccion de la funciéon de distribucién que, en realidad, no es la
correcta, no alteran de manera significativa los resultados que éste
proporciona.

Método de Maxima Verosimilitud para generar Estimadores

El método de maxima verosimilitud es el método de estimacion
mas ampliamente utilizado y se basa en escoger como estimador del
parametro al valor que maximiza la funcién de probabilidad dados los
valores de la muestra.

Dada una muestra aleatoria X;, X, ..., X,, con funcién de
densidad f(x; 0), se conoce como funcion de verosimilitud a la funcion
de densidad conjunta de la muestra, en esta funcion el parametro es la
variable y la muestra se considera fija, esto es

L(0;x1, X2, X3, ..., Xn) = f(x1; 0)f(x2; 0)f(x3; 0)... f(xp; 6) con 0 € ©

Ya que las observaciones de una muestra aleatoria son indepen-
dientes, la funciéon de verosimilitud es el producto de las funciones de
densidad marginales evaluada en los datos muestrales. Debido a que
en la funcién de verosimilitud la variable es el parametro y los valores
X1, X2, X3, ..., Xpn Se consideran conocidos y en consecuencia, fijos,
por simplicidad se utiliza la notacion,

’ x‘VL)
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L(O)=L(0;x1, X», X3, ..., Xn) con o ec O

Dada una muestra aleatoria X;, X, ..., X, con funciéon de
densidad f(x; 0), se conoce como estimador de maxima verosimilitud
del parametro 0 al nimero donde la funcién de verosimilitud alcanza
el valor maximo.

Entonces el objetivo del método de maxima verosimilitud es
encontrar el valor dentro del posible rango de valores del parametro
que optimiza la funcién de verosimilitud, dados los datos de la muestra.

EsEmpLO 4.6. Encuentre el estimador de maxima verosimilitud del
numero de tanques que tiene el enemigo.

Para resolver este ejercicio primero se encuentra la funciéon de
verosimilitud de N dada la muestra X;, X», ..., X,.

Como los tanque en la muestra se obtienen sin reemplazo, una
vez que se observa un numero de un tanque, este ya no se vuelve
a considerar para entrar en la muestra, ademas se supone que la
seleccién es aleatoria y que cada tanque tiene la misma probabilidad de
ser observado; en estas condiciones se tiene que

e La probabilidad que X; esté en la muestra es 1/N,

e La probabilidad que X, esté en la muestra, dado que ya se
seleccion6 a X; esiguala 1/(N — 1),

e La probabilidad que X3 esté en la muestra, dado que ya se
seleccion6 a X; y a X, es igual a 1/(N — 2), asi se sigue hasta

llegar a
e La probabilidad que X,, esté en la muestra, dado que ya se
seleccion6 a Xi, Xo, ..., X,_q esiguala 1/(N — n+1).

Entonces, la funcién de verosimilitud es igual a

_ 1 1 1 1

L(N)=L(N; X1, Xo, ..., Xn)—ﬁ X N_1 X N_2 X v X Nen+l

Como se puede ver, la funcion de verosimilitud L(N) no es continua,
por lo que no se puede utilizar las técnicas del calculo diferencial e
integral para encontrar el valor de N que maximiza a L(N). Pero
haciendo un analisis de L(N) se puede ver que es una funcion
decreciente, y que L(N) — 0 cuando N — oo. Por lo tanto L(N)
alcanza su valor mas alto cuando N toma el valor mas pequeiio posible
dada la muestra.

Por otro lado se sabe que N > X;, N > X,, ..., N > X,, entonces
N > max{X1, Xz, ..., Xn}, por lo que el valor maximo de L(N) dada la
muestra es cuando N = max{Xj, X, ..., X, } y este es el estimador de
maxima verosimilitud de N.
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Ejercicios

1.- Probar que en el método de captura y recaptura el estimador
Ny = D) 7 e insesgado.

2.-Para N = 100, M = 20 y n = 10 encuentre los valores de N, y sus
probabilidades y grafique estas probabilidades.

3.- Diga ?‘cual de los tres estimadores de N, el numero de tanques
es el mas eficiente.

4.- Diga ?‘cual de los tres estimadores de N, el nimero de tanques
es suficiente

5.- Diga ?‘cual de los tres estimadores de N, el nimero de tanques
es consistente.



Capitulo

Prueba de Hipotesis

Las pruebas de hipotesis es una parte de la inferencia estadistica
que consiste, basicamente, en decidir cual de dos posibles conjeturas
sobre la poblacién es verdadera. La decisién se hace con base a la
informacion contenida en una muestra aleatoria.

Las conjeturas relativas a la poblacion objeto de las pruebas
de hipotesis pueden estar relacionadas 6 bien con la forma de la
distribucion de una variable aleatoria (por ejemplo si la distribucion
generadora de los datos es una Weibull), 6 con los valores de uno o
varios parametros de la misma (por ejemplo si el nimero de peces es
N =200).

De esta manera, las pruebas de hipotesis presentan dos enfoques:

e Pruebas de hipo6tesis sobre parametros, consiste en determinar
si el parametro de una distribucién toma o no un determinado
valor, y

e Pruebas de Bondad de Ajuste, para definir si un conjunto de
datos se ha generado de una determinada distribucién.

En ambos casos, se debe tomar una decision con base en los datos
de una muestra aleatoria. Con el siguiente problema se pretende
explicar los conceptos de la prueba de Hipo6tesis sobre un parametro.

Problema 3.
Una pelea de Campeonato de Boxeo

En una pelea de box de campeonato hay un boxeador que tiene la
corona de campe6on mundial de boxeo, y hay otro boxeador que esta
retando al campeon la corona. El retador quiere demostrar que ahora
el mejor boxeador del mundo es él

O
En este contexto, al realizarse la pelea de box se tienen dos
conjeturas:

e El campeoén es el mejor boxeador.
e El retador es el mejor boxeador.

59
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Estas dos conjeturas no tienen el mismo peso, pues se da por hecho
que el mejor boxeador es el campe6on mundial, por lo tanto, el retador
debe probar contundentemente que el es mejor que el actual campeon.
Esto significa que ante un empate, la decision de los jueces es que el
campeon sigue siendo el campeon. Esto significa que la conjetura de
que el campeon es el mejor boxeador tiene ventaja sobre la conjetura el
retador es el mejor boxeador, pues atin cuando no se realizara la pelea,
la decisién seria reconocer que el mejor es el campeoén.

La conjetura que tiene ventaja, porque es verdadera, segun la
historia del proceso o lo que establece el modelo utilizado, se le denota
como hipoétesis nula. La conjetura que se contrapone a la hipotesis nula
y es la que se pone a prueba es la hipotesis alternativa. En este ejemplo,
se tiene que

e La hipotesis nula es: “El campedn es el mejor boxeador”.
e La hipotesis alternativa es: “El retador es el mejor boxeador”.

La pelea se efectia para tomar la decision de cual de las dos
conjeturas es la verdadera se pacta la pelea. Cada round de la pelea
forma parte de la muestra, en base a lo observado en la muestra se
tomara la decision.

Los criterios para decidir, entre otros, son:

e La diferencia de golpes a favor del retador.
e El niimero de caidas.
e la fuerza de los golpes.

Los jueces de la pelea, tienen que tomar una decision con base
en lo que observen en cada uno de los rounds. Sin embargo, es claro
que al desarrollarse la pelea interviene el azar, entonces la decision no
necesariamente es acorde con la realidad, pues eventos fortuitos estan
presentes durante la pelea.

La siguiente tabla nos muestra las posibles relaciones entre la
realidad que desconocemos y la decision que toman los jueces de la
pelea.

La realidad es
La decision declara que | El campedn es mejor | El retador es mejor |
El campeodn es mejor Acierto Error tipo I
El retador es mejor Error tipo I Acierto

Como se puede ver, los jueces pueden decidir que el campeo6n es
mejor o pueden decidir que el retador es mejor y por lo tanto, que hay
nuevo campeon, pero la realidad no se conoce. Si la decision es que
el campedn es mejor, y en realidad el campe6én es mejor, entonces se
habra tomado una decision adecuada, lo mismo ocurre si se decide que
el retador es mejor y realmente el retador es mejor. Pero, si el campeodn
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es mejor y se decide que el retador es mejor, se habra cometido un
error (error tipo I), lo mismo ocurre si se decide que el campeo6n es
mejor cuando en realidad el retador es mejor, en este caso se comete
el error tipo IL

Lo ideal seria tener un criterio de decision con el cual la probabilidad
de cometer cualquiera de los errores, tipo I o tipo II, fuera pequena,
sin embargo esto no es posible pues si relajamos las condiciones para
aceptar la hipo6tesis nula, se endurecen las restricciones pararechazarla,
y viceversa.

Elementos de la prueba de Hipétesis. Una hipo6tesis estadistica es
una afirmacion o conjetura acerca de la funcion de distribucion F(x, 0)
generadora de la muestra aleatoria. Si la hip6tesis estadistica identifica
por completo la distribucion, recibe el nombre de “hipo6tesis simple”
(por ejemplo que el numero de tanques es N = 100) y si no la especifica
recibe el nombre de “hip6tesis compuesta” (por ejemplo que N > 100).

De esta manera, se tiene que

e Una hipotesis simple es de la forma: o> = 100, N = 16,
p = 0.5 6 “la funcion generadora de la muestra es una normal
estandar”

e Una hipétesis compuestas es de la forma: N > 100, o> > 16,
p < 0.5, 6 “la funcion generadora de la muestra es simétrica
respecto al cero”.

La prueba de hipétesis esencialmente consiste en decidir entre
dos conjeturas opuestas cual es la verdadera. Una de las conjeturas
se supone verdadera ya sea porque la historia o la experiencia asi
lo ha establecido o porque asi lo indica el modelo que genera los
datos. La otra conjetura es la que los datos parecen respaldar. La
primera conjetura se denota como hipo6tesis nula y la segunda conjetura
se denota como hipétesis alternativa. Generalmente, la hipotesis
alternativa es la hipotesis que defiende el investigador

Se llama hipotesis alternativa a la conjetura que se pone a prueba.
Es la hipotesis de investigacion. La hipoétesis alternativa se denota como
H, 6 H,

Se llama hipotesis nula a la conjetura que se considera cierta, ya
sea porque el modelo asi lo indica, porque la historia lo ha probado o
porque es lo aceptado. La hip6tesis nula se identifica con el simbolo
H,

Se llama estadistica de prueba a la funcion de los datos muestrales
que se utiliza para tomar la decision.

Se llama region critica o region de rechazo para H, al conjunto de
valores de la estadistica de prueba que hace que se rechace la hipotesis
nula.
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Dado que la decision se hace con base en una muestra aleatoria es
posible que la decisién que se tome sea equivocada, tanto si se rechaza
la hipoétesis nula, como si no se rechaza. La siguiente tabla muestra la
relacion entre la veracidad de las hipoétesis de prueba y la decision del
investigador.

La realidad
H, es verdadera | H, es falsa
La decision es | No rechazar H, Acierto Error tipo II
Rechazar H, Error tipo I Acierto

Como se puede ver en la tabla, hay dos tipos error.

El error tipo I se comete al rechazar la hipo6tesis nula cuando es
verdadera. El error tipo II se comete al no rechazar la hipoétesis nula
cuando es falsa.

El nivel de significancia de la prueba de hipotesis es la probabilidad
de cometer el error tipo I, y se denota con la letra «.

P(error tipo I) = & = nivel de significancia de la prueba

La potencia de la prueba es la probabilidad de acertar cuando se
rechaza la hipétesis nula, esto es, es la probabilidad de rechazar la
hipotesis nula cuando es falsa. En particular, si el parametro toma los
valores de la hipotesis alternativa se tiene que:

1 — P(error tipo II) = potencia de la prueba.

Es deseable que la region de rechazo sea tal que, la probabilidad de
cometer los errores tipo Iy tipo II sean pequeias; sin embargo, no es
posible disminuir la probabilidad de ambos errores simultdneamente,
pues conforme disminuye uno de ellos, aumenta el otro.

Problema 4:
Aplicacion de un examen

Para ingresar a cualquier universidad generalmente se aplica un
examen de opcién multiple, en la mayoria de los casos, este examen
consiste de 120 preguntas con 5 diferentes opciones, sefialadas como
a, b, ¢, d, e. y una solamente de estas respuestas es la correcta. Para
cada aspirante a ingresar a la universidad al presentar el examen, se
formula una prueba de hipoétesis, donde las conjeturas son:

(1) El aspirante tiene los conocimientos suficientes para ingresar
a la universidad.

(2) El aspirante no tiene los conocimientos suficientes para
ingresar a la universidad.
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El aspirante debe probar que tiene los conocimientos suficientes,
esta es la hipotesis alternativa. La hipotesis nula es que el aspirante no
tiene los conocimientos suficientes para ingresar a la Universidad

e Hipotesis nula: Ho: El aspirante tiene los conocimientos
suficientes para ingresar a la universidad.

e Hipobtesis alternativa: Ha: El aspirante no tiene los conocimien-
tos suficientes para ingresar a la universidad.

La calificacion del examen es la estadistica de prueba y se utiliza
para decidir si el aspirante es aceptado o no.

Se rechaza la hipétesis nula cuando la calificacion del examen es
mayor o igual a 60.

El error tipo I, (rechazar Ho cuando es verdadera) es que el
estudiante pase el examen sin que tenga los conocimientos suficientes
para ingresar a la Universidad.

El error tipo II (aceptar Ho cuando es falsa) es que el estudiante
repruebe el examen cuando si tiene los conocimientos suficientes para
ingresar a la Universidad.

La hoja de respuesta del examen es de la forma

1. (@) (b)(c)(d)(e) |50. (a)(b)(c)(d) (e) 90. (a) (b) (c) (d) (e)
2. (@ Mm@ () |51. (a)(b)(c)(d)(e) 91. (a) (b) (c) (d) (e)
3. @M@ () |52. (a)(b)(c)(d)(e) 92. (a) (b) (c) (d) (e)
4. (@) (b) (o) (d) (e) (d) (e) )

53. (@) (b) () 93. (a) () (o) (d) (e)

La probabilidad de elegir una respuesta correcta es p, conforme
mas preparado esta el estudiante, mayor sera la probabilidad de acertar
en cada pregunta. La calificacion del examen es una variable aleatoria
cuya funcion de probabilidad es binomial con parametros n = 120 y p.
Si el aspirante no tiene ningin conocimiento y solo esta contestando al
azar, se tendra que p = 1/5 = 0.20. Si el estudiante conoce el tema se
tendra que p > 0.20

Entonces las hipotesis de prueba se pueden escribir asi,

Ho: p=0.20 contra Ha: p > 0.20

P(error tipo I) = P(que el estudiante sea admitido cuando no esta
preparado)
= P(Calificacion > 60 | p=1/5)~0
Esta probabilidad se calcula considerando la funcion de probabili-
dad binomial.

Como se ve, es casi imposible que un estudiante que no sabe nada,
pueda obtener mas de 60 aciertos.
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Si el aspirante tiene alguan conocimiento, la probabilidad de acertar
p es mayor a 0.20, pero cual es la potencia de la prueba para los
diferentes valores de p > 0.20

La potencia de la prueba es

Potencia = 1 — P(errorll)
1 — P(Calificacion < 60|p > 0.20)

En la siguiente figura se muestra la potencia de la prueba, en
funcion de la probabilidad p.

O

Como se puede ver, conforme mayor sea la probabilidad de acertar,
aumenta la potencia de la prueba.

Si se quiere disminuir la probabilidad de que alguien que no sabe
pase el examen, se puede auemtar el puntaje de acreditacion, esto
significa que para pasar el examen se puede pedir que la calificacion
sea mayor o igual a 80. Es mas dificil que alguien que no esta preparado
sea admitido, sin embargo aumenta la probabilidad que sea rechaado
alguien que si estd preparado. Esto significa que al disminuir la
probabilidad de uno de los errores, aumenta la probabilidad del otro
error.

En resumen: Una prueba o contraste de una hipotesis estadistica
es una regla o procedimiento que conduce a la decision de aceptar o
rechazar cierta hipotesis, identificada como hipétesis nula, con base
en los resultados de una muestra. Los procedimientos de prueba de
hipétesis dependen del empleo de la informaciéon contenida en una
muestra aleatoria de la poblacion de interés. Si esta informacién es
consistente con la hip6tesis nula se concluye que esta es verdadera; sin
embargo, si esta informacién es inconsistente con la hipotesis nula se
concluye que esta es falsa.

Los pasos a seguir en una prueba de hipotesis es:

(1) Formular las hipotesis.

(2) Tomar una muestra aleatoria de la variable de interés
X1, Xo, ..., Xp.

(3) Generar o calcular un “Estadistico de prueba”, que servira para
definir la accion de aceptar o rechazar la hipotesis nula.

(4) Definir el criterio de aceptacion o de rechazo. Es decir,
el procedimiento de prueba parte los posibles valores del
estadistico de prueba en dos subconjuntos o regiones: Una
“region de aceptacion de Hy” y una “region de rechazo de
Hy".
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(5) Tomar la decision de aceptar o rechazar Hy dependiendo de si
el estadistico de prueba queda en la region de aceptacion o en
la region de rechazo.

Es importante comprender que la aceptaciéon de una hipotesis
nula simplemente implica que los datos obtenidos no dan suficiente
evidencia para rechazarla. Por otro lado, el rechazo de una hipotesis
implica que la evidencia muestral pone en duda la hipotesis planteada.

El lema de Neuman Pearson proporciona una forma de obtener “la
mejor” region de rechazo, esto es, la region de rechazo que tiene menor
probabilidad de error II, fijando la probabilidad del error I.

TEOREMA 5.1 (Lema de Neuman Pearson). Dadas las hipotesis simples

Hy: 6=60p, contra H;: 0=06,
la region dada por
L(0o
L(61)
es la mejor region critica, en el sentido que
e Plerrorl) =P(C| 0 =0p) =y
e P(errvovIl) = P(C | 6 = 01) = B con B minima.

C={X1, Xoy ..., Xp | <A}

Ejercicio

1.- Sea X7, X», X3, ..., X, una muestra aleatoria Bernoulli con
parametro p, (f(x) = pX(1 — p)'~*, para x = 0, 1). Encuentre la mejor
region critica para las hipoétesis

Hy: p=04 contra H;: p=0.8

2.- Sea X7, X», X3, ..., X, una muestra aleatoria Poisson con

L x,—A . . s e
parametro p, (f(x) = A ;! ) . Encuentre la mejor region critica para las
hipotesis

Hy: A=5 contra H,;: A=2






Capitulo

Analisis de Regresion lineal

El analisis de regresion lineal es una técnica estadistica que estudia
la relacion funcional entre una variable de interés y una o mas variables
explicativas. Esto es: si Y es la variable de interés, y X;, X, ..., X;, son
las variables explicativas, se supone que existe una relacion entre Y y
X1, Xo, ..., Xy dela forma

Y=Bo+P1X1i+BXo+...4+BmXm + €

donde € ~ N(0,0) vy Bo, Bi, ---, Bm Y 0 son parametros desconoci-
dos.

En este modelo se pueden estimar los parametros o se puede hacer
prueba de hipotesis sobre los mismos. En este capitulo se presenta un
problema que se puede modelar con una regresion lineal.

Problema 5:
La produccion de fruta en una huerta

Se quiere instalar una huerta de arboles frutales y se quiere
determinar cuantos arboles deben ser sembrados para que se tenga
una produccion promedio maxima cuando llegue a ser productiva.
Se sabe que si se siembran mas arboles, la producciéon total tendra
mas contribuyentes, pero por la competencia del suelo, cada arbol
disminuye un poco su producciéon individual. Esto es, un unico arbol
sembrado en la huerta produce a kilogramos de fruta en promedio
al afio, dos arboles sembrados en la huerta producen cada uno a — b
kilogramos de fruta en promedio y la produccion total de la huerta
es 2(a — b). Por cada nuevo arbol sembrado, aumenta la produccion
total de la huerta porque hay nuevos arboles que contribuyen en la
suma total, pero la produccién individual de cada arbol disminuye en
b kilogramos en promedio al afio porque aumenta la competencia por
los nutrientes del suelo. Lo que se busca en este ejemplo es conocer el
numero de arboles que dan la mayor produccion anual.

En la siguiente tabla se describe la dindmica de la produccion
promedio anual de la huerta, en funciéon de los arboles sembrados.

67
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Produccion Produccion
Numero de arboles esperada esperada
en la huerta de cada arbol | de la huerta
1 a a
2 a—>b 2(a — b)
3 a-—2b 3(a — 2b)
4 a—3b 4(a — 3b)
X a—(x—1)b | xta—(x—1)b)

Esto significa que la produccion promedio de la huerta al afio sigue

la ecuacion

E(Y | x) = x(a — (x — 1)b) = x((a + b) — bx) = (a + b)x — bx?,

donde a y b son dos parametros desconocidos.

Esta ecuacién no esta totalmente determinada pues se desconoce
el valor de a y de b, por lo que estos dos valores se deben estimar.
Para hacer la estimacion se utilizan los datos de la produccion del afno
pasado de 24 huertas de igual condicion y superficie.

Los datos observados se encuentran en la siguiente tabla, X es el
numero de arboles en la huertay Y es el niimero de kilogramos de fruta

en la produccion anual.

X || 60 65 70 80 85 90 95 100 | 105 | 110
Y || 1605 | 1803 | 1890 | 1842 | 1963 | 1990 | 1931 | 2034 | 2056 | 2006 | 196(
X| 120 | 125 | 130 | 135 | 140 | 145 | 150 | 155 | 160 | 165 | 170
Y || 1885 | 1890 | 1780 | 1770 | 1630 | 1610 | 1440 | 1397 | 1280 | 1100 | 1017

Las observaciones son datos aleatorios y se supone que siguen el

modelo lineal

Y=PBix+Box’+¢

con ¢ una variable aleatoria tal que € ~ N(0,0%), y B1 = a + b,
B> = —b y 02 son constantes desconocidas. Con los datos se pueden
estimar los parametros f;, B> y 0.

El método de estimacion aplicado es el de minimos cuadrados. La
idea de este método de estimacion es encontrar la ecuaciéon que se
aproxime mas a los datos, esto significa encontrar los valores de 8, vy
B> que minimice la suma de los errores aleatorios al cuadrado, esto es,
se resuelve el problema
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Minimizar la suma
n n 5
2
d &= (Yi— Bix — Box?)
i=1 i1
Para resolver este problema se deriva la ecuacion respecto a f; y

respecto a f3,, luego se iguala a 0 cada derivada y se resuelve el sistema
de ecuaciones lineales.

i E = 2300 (Yi— Buxi — Box}) X

2 (30 Yixi — Br o0, X7 — Bex})

% Sig o= 220 (Yi— Bixi — oxi) x2

2 (X8 Yix; — Br oI, x} — Baxt)

El sistema de ecuaciones lineales es

BiY b xi+Bad it xd = YL Yixi

n 3 n 4 n 2
Bid i Xi+ B2 iy Xi D inn Yixy

De esta manera se tiene que los estimadores son:

- Doin X7 2in Yixi — 3L X7 304 Yixg
2
S X i X - (L xY)

B

_ Doi X5 i Yixg — 3oy X} 3 Yixg

5 2
Z?:l xi Z:L:l X7 — ( ?:1 x?)

B>

En la siguiente tabla se muestran los calculos requeridos para
obtener los estimadores de £ vy Bo>.
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Sum

X Y x? x5 x* Yx Yx?

60 1605 3600 216000 12960000 96300 5778000

65 1803 4225 274625 17850625 117195 7617675

70 1890 4900 343000 24010000 132300 9261000

75 1842 5625 421875 31640625 138150 | 10361250
80 1963 6400 512000 40960000 157040 | 12563200
85 1990 7225 614125 52200625 169150 | 14377750
90 1931 8100 729000 65610000 173790 | 15641100
95 2034 9025 857375 81450625 193230 | 18356850
100 | 2056 | 10000 | 1000000 | 100000000 | 205600 | 20560000
105 | 2006 | 11025 | 1157625 | 121550625 | 210630 | 22116150
110 | 1960 | 12100 | 1331000 | 146410000 | 215600 | 23716000
115 | 1950 | 13225 | 1520875 | 174900625 | 224250 | 25788750
120 | 1885 | 14400 | 1728000 | 207360000 | 226200 | 27144000
125 | 1890 | 15625 | 1953125 | 244140625 | 236250 | 29531250
130 | 1780 | 16900 | 2197000 | 285610000 | 231400 | 30082000
135 | 1770 | 18225 | 2460375 | 332150625 | 238950 | 32258250
140 | 1630 | 19600 | 2744000 | 384160000 | 228200 | 31948000
145 | 1610 | 21025 | 3048625 | 442050625 | 233450 | 33850250
150 | 1440 | 22500 | 3375000 | 506250000 | 216000 | 32400000
155 | 1397 | 24025 | 3723875 | 577200625 | 216535 | 33562925
160 | 1280 | 25600 | 4096000 | 655360000 | 204800 | 32768000
165 | 1100 | 27225 | 4492125 | 741200625 | 181500 | 29947500
170 | 1017 | 28900 | 4913000 | 835210000 | 172890 | 29391300
175 812 30625 | 5359375 | 937890625 | 142100 | 24867500
2820 | 40641 | 360100 | 49068000 | 7018127500 | 4561510 | 553888700

Sustituyendo estos valores en las féormulas anteriores se sigue que
o B =40.441y
e B, =-0.2038

De esta manera la ecuacion estimada esta dada por:

el nimero de arboles donde se obtiene una produccion éptima.

La derivada de ¥ con respecto a x es Ix = Bl + ZBzx de aqui se

YV =40.441x — 0.2038x?

Ya estimamos la ecuacion de produccion, ahora se puede estimar

sigue que la raiz de esta derivada es

Bi+2Bx=0 = x=—

ay

B
2B

Kop = 99.20
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Lo que significa que en la huerta se debe sembrar de 98 o 99
arboles, para tener una producciéon maxima anual.

En la siguiente figura se muestran los datos y la grafica de la
funcion estimada. Como se puede ver, la ecuacion estimada se ajusta
bien a los datos.

O
Para determinar que tan bueno es el modelo propuesto para
describir la tendencia de Y se utiliza el coeficiente de determinacion
o se puede efectuar una prueba de hipotesis sobre los parametros del
modelo.

Coeficiente de Determinacion

El coeficiente de determinacién es un indice que indica el porcentaje
de variacién explicado por el modelo propuesto. Para calcular al
coeficiente de determinacién, primero se obtienen tres sumas de
cuadrados.

e Suma de cuadrados total.
Esta suma mide la variacién total de la variable Y y se

define como:
n

SCt=>> (Y; = Yy
i=1
Observe que los sumandos en esta suma son los cuadrados
de las desviaciones de cada valor de la variable.
e Suma de cuadrados de la regresion.
Esta suma mide la variacion de los estimadores de Y, y se
define como:

n
SCR=Y (Vi - Yy
i=1
Observe que los sumandos en esta suma son los cuadrados
de las desviaciones de cada valor estimado de la variable.
e Suma de cuadrados del error.
Esta suma mide la variacion aleatoria y se calcula con la
formula

n
SCE = (Y; — V)’
i=1
Observe que los sumandos son la diferencia entre el dato

observado y el dato estimado. Esto corresponde a la magnitud
de la separacién del valor observado y la ecuaciéon estimada.
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Un resultado importante que aqui se presenta sin demostracion es
el siguiente:

TEOREMA 6.1. Sean SCE, SCR y SCt las sumas de cuadrados definidas
anteriormente, entonces se satisface la relacion

SCt = SCR + SCE (6.1)

Este resultado es importante, pues permite determinar cuando la
variacion debida a la regresion o la variacion aleatoria es pequena, pues
se compara con la variacion total. Observe que mientras la SCE es mas
pequena el ajuste de los datos a la ecuacion propuesta es mejor.

Sean SCR y SCt, las sumas de cuadrados definidas anteriormente,
se define el coeficiente de determinaciéon como el cociente

R - SCR
©SCt

considerando la ecuacion 6.1 se sigue que 0 < R?> < 1,

Cuando R? se encuentre cerca del 1, se tiene que el ajuste es muy
bueno, porque la separacion de los datos a la ecuacion estimada es
pequefia. Cuando R? se encuentra cerca de 0, implica que la variacion
aleatoria es grande o que la variable Y no depende de la variable
explicativa.
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X Y Y (Y = Y)? (Y = Y)Y

60 | 1605 | 1700.5641 | 7810.140625 | 51.68315881
65 | 1803 | 1773.6576 | 12017.64063 | 6445.295863
70 | 1890 | 1836.7061 | 38661.39063 | 20543.80423
75 | 1842 | 1889.7096 | 22089.39063 | 38547.27516
80 | 1963 | 1932.6681 | 72697.64063 | 57261.18771
85 | 1990 | 1965.5816 | 87986.39063 | 74096.43308
90 | 1931 | 1988.4501 | 56465.64063 | 87069.31464
95 | 2034 | 2001.2736 | 116025.3906 | 94801.54788
100 | 2056 | 2004.0521 | 131496.8906 | 96520.26046
105 | 2006 | 1996.7856 | 97734.39063 | 92057.99219
110 | 1960 | 1979.4741 | 71088.89063 | 81852.69502
115 | 1950 | 1952.1176 | 65856.39063 | 66947.73305
120 | 1885 | 1914.7161 | 36720.14063 | 48991.88255
125 | 1890 | 1867.2696 | 38661.39063 | 30239.33191
130 | 1780 | 1809.7781 | 7503.890625 | 13549.68169
135 | 1770 | 1742.2416 | 5871.390625 | 2387.944596
140 | 1630 | 1664.6601 | 4016.390625 | 824.545482
145 | 1610 | 1577.0336 | 6951.390625 | 13535.32135
150 | 1440 | 1479.3621 | 64198.89063 | 45801.52137
155 | 1397 | 1371.6456 | 87838.14063 | 103509.8068
160 | 1280 | 1253.8841 | 170878.8906 | 193152.2512
165 | 1100 | 1126.0776 | 352093.8906 | 321826.34
170 | 1017 | 988.2261 | 457483.1406 | 497234.9712
175 | 812 840.3296 | 776821.8906 | 727686.4545

y | 40641 | 40656.2644 | 2788969.625 | 2714935.275 | Suma

Con los resultados de la tabla se calcula el coeficiente de determi-
nacion de estos datos, R> = 0.9735, esto significa que el 97.35% de la
variacion total de los datos es explicada por el modelo. Esto se puede
interpretar diciendo que el ajuste es muy bueno, ya que el porcentaje
de variacion debida al azar es 2.65%

Prueba de la Regresion

La prueba de la regresion se formula asi:

Hy: B1=0y B>2=0 contra 81 #0 6 B>, #0

La hipoétesis nula indica que Y no depende ni de X ni de X°. La
hipoétesis alternativa indica que Y depende al menos de una de las dos
variables, X 6 X2.

Para tomar la decisién se comparan las variaciones debidas al azar

y al modelo de regresion. La estadistica de prueba es Fc = % donde
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CMR = SCR/1y CME = SCE/(n — 2). Se rechaza la hipo6tesis nula cuando
Fc es mayor que el valor de F al nivel de significancia c.

EjEmpPLO 6.2. Encuentre la F,. con los datos de la huerta.

Para calcular la estadistica de prueba primero se calcula
SCE = SCt — SCR = 2788969.625 — 2714935.275 = 74034.35

Y los cuadrados medios del error son: CME = 74034.35/22 =
3365.197727
La estadistica de prueba es

CMR  2714935.275

©T CME ~ 3365.197727
El valor de tablas para o = 0.05 es Fy = 4.3

Dado que F. > F, se rechaza la hipotesis nula.

=806.7684264
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